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PRÉFACE 


Dès le début de cotte Collection, j'ai ct bon, dans 
Pour comprendre l’ Algèbre, de donner aux commen- 
çants une idée du Calcul des Probabilités et j’y ai consacré 
la dernière Leçon. Ce n’était 14 qu’un aperçu très élémen- 
taire du sujot. Aprôs avoir résolu quelques problèmes 
simples concernant les chances au jeu, j’ai essayé de 
montrer tout l’intérôt qui s’attache à l’étude des proba- 
bilités dans des domaines fort différonts : assurances-vie, 
rentes viogères, tirs d'artillerie, etc.; toutes choses que 
ne soupçonnaient même pas les anciens. 

Même lorsque PAscaL et FErMAT discutnient avec le 
Chevalier de MÉRÉ sur des questions do Jeu, personne ne 
pouvait prévoir l’ampleur que prondraïit la scionce qui 
s'occupe, comme on le disait autrefois, des « problèmes 
du hasard », et peut-ôtre étonnerai-je plus d’un joune 
lecteur en affirmant qu’à l’heure présente, les physiciens 
tondent de plus en plus à ne voir, dans les lois dela nature, 
que de simples résultats statistiques. des séries de récur- 
rences régies par Jes probabilités, 
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Voyez, en effet, la différence qui existe entre la mesure 
en grandeur ou en quantité d’un phénomène physique 
que nous observons et une expression d’ordre purement 
mathématique. Si je vous demande la valour de 18 
racine carrée de 2, vous sorez à même de me la fournir 
avec 50 décimales, et si j’oxige une plus forte approxi- 
mation, rien ne vous arrêtera. En va-t-il de même pour 
un phénomène physique ? Pas du tout. Supposons qu'un 
physicien, par exemple, énonce une loi concernant uno 
masse gazeuse, il n’a fait que donner un résultat s’appli- 
quant à un nombre imposant de molécules, mais toujours 
fNnapplicable à une molécule soule et prise en particulier. 
Dès qu’il passera du domaine théorique à l’expérimen- 
tation, il constatera que son résultat, tout en se rappro- 
chant de la valeur calculée, donc de Ia lot, ne s’en écartera 
pas moins d’une certaine quantité toujours variable. 

Dans de telles conditions, pout-on affirmer que la loi 
existe ? — Non, répondent cortains physiciens : c’est 
notre esprit qui a forgé la loi, οὗ ce que nous regardons 
commo tel n’est sans doute qu’un résultat statistique, 
une sorte de moyenne plus ou moins élastique, simple- 
ment. 

Peu à peu, copondant, prétendent quelques esprits 
plus traditionnalistos, nous arriverons à sorror de plus 
près los conditions du phénomène ot à constater que 
les valeurs détorminées oxpérimentalement répondent 
bien aux chiffres prévus οὐ calculés. — Rion n’est moins 
probable, font remarquer les physiciens qui répudient le 
concept do loi. ITEISENSERG n’a-t-il pas démontré, on 
effet, qu’il n’est pas possible d’assigner à un électron sa 
position en même temps que sa vitesse. Les deux donnéos 
g’excluent et cependant elles seraient nécessaires pour 
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établir une prédiction de l’endroit où doit se trouver 
l'électron à un instant désigné. Or, tout l’univers maté. 
riel est composé d'électrons et ce qui nous est rofusé 
pour une infime partie, doit l’ôtre à plus forte raison 
pour un eénsomble quelconque. 

Je n'ai pas l’intention de développer davantago les 
raisons pour ob contre, dans un débat qui menace sérieu- 
sement de s’aiguiller vers la Métaphysique. Avec quelques 
esprits réalistes, je pense qu’il existe encore de bonnes 
raisons pour croire aux lois de la nature ot au principe 
de causalité, mais j'ai insisté sur ces points délicats pour 
montrer à ceux qui désiront faire œuvre de seience, que 
personne à l’heure actuolle ne saurait se passer du 
Calcul des Probabilités, baso de toutes nos acquisitions 
d’ordre expérimental. 

Cette nécessité, beaucoup de mes lectours l’ont si bien 
comprise, que depuis longtemps ils mo demandent de 
Jeur indiquor un ouvrago clair et précis — ni trop chor, : 
ni trop compliqué, ajoutent-ils —— pour les mettre au 
courant de ces notions quelque peu nouvelles, en tout 
cas indispensables. 

Ma‘houreusemont les Traités de ce genre sont le plus 
souvent inabordables, parce que trop savants, trop 
volumineux et trop coûteux. C’est la raison pour laquelle 
J'ai conçu le projet d’ajoutor ce nouvel ouvrage à la 
Collection. Mos jounes lecteurs trouveront dans Pour 
comprendre le Calcul des Probabilités, le mûme osprit 
pédagogique, le même souei de clarté et de précision 
qui ont contribué au succôs des 19 volumes précédonts. 
C’est la promière fois, je pense, que paraît une véritabie 
Initiation au Calcul des Probabilités, ot il faut féliciter 
MM. les professours P. Férignac et E. Morice pour avoir 
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su mettre à la portée d’un « general reader » l'essentiel 
d’une science déjà évoluée et qui, maintenant, envahit 
tous [905 domaines. Au lieu de se confiner dans Ia théorie 
pure ot danslesabstractions, les auteurs du nouvel ouvrage 
ont eu avant tout 16 souci des applications d'ordre pra- 
tique. C’est ainsi qu’à côté de notions théoriques imdispen- 
sables, telles la loi de Laplace-Gauss, si importante 
on trouvera l’application du Calcul des Probabilités aux 
problèmes financiers, aux différentes sortes d’assurances, 
aux tirs d'artillerie, aux jeux de hasard, aux loteries, aux 
errours d'observation, sans compter un exposé très clair 
de la méthode des moïndres carrés. 

Cette simple énumération, que le lecteur complètera 
en jetant un coup d’œil sur la Table des matières, suffit à 
tranquilliser l’élève qui abordera pour Ia première fois 
ce genre d'étude. Quelle que soit la science à laquelle il 
se destine, il comprendra qu'il ne saurait avoir perdu 
son temps lorsqu'il se sera assimilé les notions contenues 
dans les pages qui vont suivre. 

Ce sera également ia récompense due aux jeunes pro- 
fessours qui ont répondu à mon appel et qui nous ont 
donné un ouvrage dont le succès est infiniment probable, 
pour ne pas dire assuré. 

Th. MOREUX. 


POUR COMPRENDRE 
LE CALCUL DES PROBABILITÉS 


PREMIÈRE LEGON 


QU’'EST-CE QUE LE HASARD ? 


1. Considérons une urne dans laquelle se trouvent 
des boules blanches et noires, ne diflérant que par 
leur couleur. Une personne, les yeux bandés, extrait 
une boule de l’urne : la nature de cette boule dépend 
du hasard. 

Jetons un dé à 6 faces, le fait d’oblenir lc point 1, 
ou 2, ou 3, où 4, ou 5, ou 6 est. dû au hasard. 

Ces deux cxemples vont nous permettre de nous 
rendre compte de la nature particulière du hasard. 

Dans l'étude d’un phénomène physique, on 
cherche la cause qui le détermine : la longueur d’une 
barre de fer dépend de sa température. II cest alors 
possible d’éludier les variations de l’effet en fonction 
de la causc. On pcuï, par exemple, tracer le graphique 
de la dilatation d’une barre de fcr, nous pouvons 
écrire une expression algébrique qui donne la longueur 
de cætte barre à umre température déterminée. Tout 
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" 


phénomène physique obéit donc à une loi qui nous 
permet de prévoir les eflels d’une cause déterminée, 

Dans le premier exemple donné, on n’apercoit 
pas la cause qui dirige la main vers une boule blanche 
plutôt que vers une boule noïre. ἢ semble donc que 
le principe de causalité soït ici en défaut. Il n’en est 
rien : le point de vue d'HENRI Poincaré revient à 
considérer les faits du hasard comme déterminés par 
un grand nombre de petiles causes, ces dernières 
étant capables de produire de grands effets. Par consé- 
quent, Îe principe de causalité n’est pas en défaut, 
mais notre esprit cest incapable de concevoir l’enche- 
vêtrement des causes qui entrent en jeu dans les 
événements dus au hasard. 

Le calcul des probabilités a pour but de chifirer 


l'influence du hasard et, sans analyser ses causes, de 


prévoir ses effets. La théorie est justifiée par ses 


nombreuses applications. 


2. La notion de probabilité est une notion vulgaire ; 
on cntend dire souvent qu’il existe une chance sur 
dix Ge gagner 100 francs à la loterie nationale. 

JI y ἃ licu de remarquer la tendance aux extrêmes 
dans cette évaluation intuitive de l'influence du hasard. 

On dira par exemple : « 11 y a une chance sur 100 
d’avoir un brelan au pocker ; il y a 999 chances sur 


1 000 pour que je ne meure pas demain », sans souci 
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d’une évaluatiun précise. Ces nombres indiquent seule- 
ment αὐ Ἂν événement cst pou certain ou presque 
certain. Leur origine est dans l’expérience acquise : on 
a constalé qu’un phénomène se produit rarement 
ou fréquemment et l’on mesure sa fréquence par une 


fraction. 


L'vé nombre des cas où l’événement s’est produit 
CROQUER © Hombre des cas où l'événement aurait pu se produire 


Ce nombre ne peut pas caractériser le hasard. 
En effet, jetons une pièce de monnaie 100 fois ct 
nétons les arrivécs, de pile et de face, dans une série 


de 3 expériences de 100 épreuves chacune. 


Sr στ στ... = -- dc EEE nr 


PILE FRÉQUIENCI: DE FACE 


53 0,47 
49 0,91 
48 0,52 


RS 


La fréquence des arrivées de facc est variable d’une 
série à l’autre ; or, daus deux séries identiques d’é- 
preuves, l’influence du basard est Ia même ct devrait 
être caractérisée par le même nombre. 

La notion de fréquence est donc insuffisante. 

Si nous faisions un plus grand nombre d’épreuves : 
1 000, 10 000, 100 000, nous constaterions que la 
fréquencedend vers une valeur limite 0,5. Cette limite, 

Lt ES Le 
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bien déterminée, est égale à la probabilité tte l’événe- 
ment envisagé. Nous verrons au n° 4 unc définition 


plus précise de Ja probabilité. 


3. Aperçu historique. 

On n’a pas de traces des travaux des anciens sur le 
calcul des probabilités. Les Arabes ont {raité quelques 
problèmes de jeu sous le nom de azari, d’où notre 
mot de hasard. Les premicrs essais d’étude rationnelle 
des jeux de hasard ne remontent qu’au xvit siècle 
avec TARTAGLIA (1500-1557), CARDENO (1501-1576) 
et GALILÉE (1564-1642). Ce dernier ἃ laissé un manus- 
crit : Considerazionc sopra il giuco dei dadi (Considéra- 
tions sur le jeu de dés), où il étudie la probabilité de 
gagner au ἴοι de passe-dix qui consiste à amener 
un point supérieur à 10 en jetant 2 dés à 6 faces. 

C’est aux mathémaliciens du XvVrre siècle que revient 
l'honneur d’avoir posé les bases de cette science : 
« Le berceau du calcul des probabilités est en France, 
et ce furent PAscax (1) ct IERMAT (2) qui 56 proposè- 
rent et résolurent quelques problèmes qui exigeaient 
Ja connaïssance des principes du calcul ». (LAPLACE), 
PAscaLz οἱ I‘'ERMAT étudièrent divers problèmes sur 
les jeux de hasard. Le plus célèbre leur fut posé en 
1654 par le chevalier ΡῈ Mfré : Deux joueurs, A et B. 


(1) PascaL (1623-1662), Malhématicien et physicien français 
(2) FERMAT (1601-1665). Mathématicien français. 
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jouent à un jeu dans lequel ils ont des chances égales 
dc gagner une partie. Les mises de chaque joucur 
sont égales et Ie joueur qui a, le premier, gagné 3 par- 
iics ramasse l’enjeu total. Les joueurs jouent au plus 
5 parties. Le joueur A gagne la première partie οἵ le 
jeu s'arrête : on demande comment A ct B doivent se 
répartir équitablement l’enjeu. PASCAL οἱ IfERMAT 
aboutirent, par des méthodes différentes, au même 
résultat : l’enjeu doit être partagé entre À et B en 
parlies proporlionnelles à 11 et 5. Nous n’indiquerons 
pas leurs solutions ; le lecteur pourra irailer facilement 
lc problème du chevalier DE ΜΈΠΕ après Τ᾽ πᾶς de 
la deuxième leçon. 

JACQUES BERNOUILLI (1654-1705) formula Ja loi des 
grands nombres dans les épreuves répétées, montrant 
dans quelles condilions une fréquence peut être assi- 
milée à une probabilité. Ses résultats sont exposés 
dans son livre, Art conjectandi (l’art de conjecturer), qui 
ouvre la voie à la stalistique. 

Cependant les résultats acquis manquaient encore 
d'unité ; c’est LAPLACE (1749-1827) qui ἃ fait du calcul 
des probabilités une véritable scicnec. Son ouvrage, 
J'héorie analytique des probabilités, est le premier 
traité important sur la question. 11 introduisit dans 
Ja théorie des événements aléatoires, en même lemps 
que Gauss, lc calcul différentiel et intégral, avec la 


fonction de Lapilace-Gauss. 
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Désormais, la science est créée, les plus grands 
mathématiciens l’ont développée dans des branches 
diverses ; nous citerons : Poisson, COURNOT, HENRI 
PoINCARÉ, MARKOFF. 

Les applications du calcul des probabilités sont 
d’une importance capitale : théories de la physique 
moderne, biologie, sciences sociales, erreurs acciden- 
telles dans les observations. 


4. Définition de la probabilité. 

On appelle probabilité (1) d’un événement (E), le 
quolient du nombre de cas où cet événement se pro- 
duit (cas favorables), par le nombre de cas possibles, 
tous les cas étant supposés également possibles, 


nombre de cas favorables 


A nctnrerde cas possibles Ὁ 


Aïnsi, l’on dira que la probabilité d'amener pile 
1 
au jeu de pile ou face est —— ; si l’on jette unc pièce de 


monnaie, deux cas sont également possibles: ou l’on 
amène pile, ou l’on amène face et sur ces deux cas un 
seul est favorable à l’arrivée de pile. 

Si J’on jette un dé à 6 faces, on peut dire, avaut qu’il 
soit tombé, que la probabilité d’amener le point 4 est 


ps vs _ 


(1) Nous conseillons à l’élève de relire te chapitre IX de 
Pour comprendre l’Algèbre, sur le calcul des probabilités. Ce 
sera unc bonne initiation aux deux premières leçons du pré- 
sent ouvrage. 
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1 Fr CS . ΄ 
& : En effet, 6 cas sont également possibles : arrivée 


de 1, où 2, ou 3... ou 6 et un seul cas est favorable. 
Cette définition semble comporter un cercle vicicux ; 
pour le comptage du nombre de cas possibles, nous 
admeltons que l’on sail. déterminer des cas également 
possibles, ou encore d’égale probabilité, avant toute 
définilion de la probabilité. On dira que deux cas sont 
également possibles Jorsqu’on n’aperçoil pas de raison 
pour qu’il n’en soit pas ainsi. Dans les exemples précé- 
dents, si les deux faces de la pièce de monnaie sont iden- 
liques, on ne voit pas pourquoi la pièce aurail plus 
de chances de tomber du côté pile que du côté face. 
ἢ on cest de même pour le dé à jouer parfaitement 
symétrique : les probabizilés d’amener les points 1, 2, 
3, 4, 5, G, sont égales. 

La probabilité, P, d’un événement est un nombre 
inférieur ou égal à 1, d’après sa définition même, 
Si P — 1, l'événement cest certain, le nommsre des cas 
favorables étant égal au nombre des cas possibles. 
Quand la probabilité d’un événement croit, cet événe- 
ment a plus de chances de se prodaire : la probabilité 
caractérise le hasard. 

Il importe de remarquer que l'événement dont on 
veut mesurer la probabilité doil être parfaitement 
défini. Ainsi, dans l'assurance-invalidiié, on cest 
amené à délerminer la probabilité, pour une tête 


Fénricnac οἵ Montce. — Probabilités, 2 
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d’une profession déterminée, d’être invalide dans 
l’année. Or toutes les caisses n’admettent pas le 
même degré d'incapacité pour l’entrée en invalidité 
et les éléments d’appréciation du taux d'invalidité 
sont variables (médecin, jurisprudence...) Il faudra 
donc être prudent lors du dépouillement des résultats 


statistiques. 


5. Exempies simpies de détermination de probabi- 
lités. 

La méthode la plus shnple pour évaluer une proba- 
bilité consiste à compter le nombre des cas favorables, 
le nombre des vas possibles également probables οἱ à 


calculer la probabilité en revenant à sa définition. 


6. Problème 1. -— Quelle est la probabilité d’avoir un 
Roi dans un jeu de 32 cartes en ‘irani une carie au 


hasard ? 


Nombre de cas favorables == 4. 


Nombre de cas possibles — 32. 
Probabilité Deer. À 
ΤΟΙ ΌΤΙ. Ὁ D = 39 ΞΞΞ 8 À 


On peui remarquer que si l’on désigne par : 


P, la probabilité de tirer un roi; 


D — — came ; Ù 
Pa — — valet ; 


D; — — dix ; 
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Ρ. la probabilité de tirer un neuf ; 
D: -- --π huit ; 
Da ἜΤΗ — 5001 ; 


1 
OA = pe = Ps = M = Pi = PP = Pe = TG? 
ΞΞῚ5 


δ 
τ πα ONDES pi Eee di 


Donc, si nous envisageons toutes les éventualilés 
possibles, la somme des probabilités correspondantes . 
est égale à 1. In cel, P correspond à l’événement : 
Lirer ou 1 roi, ou 1 dame, ou 1 valet... ou 1 sept, on 
est cerlain de Lirer l’une quelconque de ces car!cs 
dans un jeu de 32 cartes οἱ la probabilité d’un 


événement cerlain cest 1. 


7. Problème 2. — On jelle une pièce de monnaie 
2 fois. Quelles sont les probabilités d'amener 2 fois 
pile, 2 fois face, pile et facc ? 

Résumons dans un tableau Lous les cas également 


possibles. Notation : P = pile ; F — face. 


AU 10. JET AU 2° JLT 
ΡΡ 
P —+ P 7. 
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D'où nous lirons les résulials suivants : 


1 

1° probabilité d’avoir 2 fois pile : PE ΤΕΣ 
2 

2 = — pile el face : Pa SEE 
d 

39 = — 2 fois face : PÈE=TaR 


Remarquons que Do -E Ps + Po = 1. 


Posons-nous le mnême problème en jetant trois fois 
la pièce de monnaie : cherchons les probabilités d'avoir 
rois fois, deux fois, une fois, zéro fois pile. 

Reprenons le tableau précédent au 28 jet ct 
complètons-le avec les alternatives également possibles 
du 3° jet. 


NOMBRIS 

AU 2° JET AU 3° JET de pile Ι: 
: au 3° jet. 

Ι 


-------ἰς " 
-------- ..-. 


-.ὕ......-ς.- 


ΡΤ D : 
ἐν ἢ ΠΕ ΝΣ 
AE TN CRU 
FE — FAP 1 
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T1 y ἃ 8 cas également possibles, d’où : 


1° probabililé d’avoir 3 fois pile : Pa ΞΞ "ΩΝ 

. 20 — | 2 -- Pa — : . 
39 -- 1 -- Ρι = ΠΝ 
πε ENS πὶ 


“TN Po 


Remarquons encore que : Po + Pr + Pe + Pa = 1. 


8. Généralisation. — Lorsque le nombre de jets 
devient très grand le tableau des cas possibles cest 


long à écrire, nous allons voir un procédé de dénom- 
brement plus rapide. 


Cas possibles. — Quand on jette une pièce de 
monnaie A fois, Ie nombre des cas également possibles 
est égal à 27. La loi étant vraie pour n = 1, 2, 3 (v. 
tableaux précédents), nous allons montrer que si clle 
est vérifiée pour (n — 1) 6116 est vraie pour n. In effet, 
chacun des 22% —1 cas possibles dans (n κ᾿ 1) jets peut 
se combiner, à chances égales, avec Iles 2 cas, pile ou 
face, du nièmo jet. 

D'où 22—1 X 2 = 2% cas possibles quand on jette 
n fois la pièce de monnaic. 


Cas favorables. — Le nombre des cas favorables,. 
à l’arrivée de kfois pile dans nicts-est égal au coefli- 
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éient de PÂ* dans le développement de (P + F}2 
En effet, dans le produit : 


P+EM=P+DP+D.P+P 


le coefficient de P# est égal au nombre des groupements 


de Καὶ lettres P et de (n—k) lctires EF, la lettre P n’étant 
- pas prise dans des facteurs de même rang pour 2 quel- 
conques des groupements envisagés. 
Exemple : Probabilité d’avoir 3 fois pile en 4 jets. 
CP EP) = Pi LAPIT + GP EAP + 
Nombre «le cas possibles : 24 — 16. 


Nombre de cas favorables : 4. 
À t2 

Pa M 16 pe 

9. Problème 8. — Quelle esl la probabilité d'obtenir le 


point 7 avec 2 dés à ὁ faces que l’on jette une fois. 


dor DIS 2e DÉ 


1 
2 
3 
À 
5 
6 


Cas possibles. — Le 12° dé peut tomber sur l’une 
quelconque de ses faces, soicnt6 cas possibles ; de même 
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le second dé fournit 6 cas possibles. Chacun de ces 
dernicrs peul se combiner, à chances égales, à l’un 
quelconque des cas possibles pour le 1er dé, soient 
6 X 6 — 36 cas possibles. 

Cas favorables. — Nous pouvons les résumer dans 
ie tableau ci-dessus : 


D'où 6 cas favorables. 


NAT ; 6 1 
Probabilité cherchéc : p, = SNMP 
Remarque. — Le problème cst le même que si l'on 


jeite les 2 dés successivement. 


DEUXIÈME LECON 
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10. Principe des probabilités totales. 

ExEMPLr. — Soit une urne contenant 100 boules : 
30 blanches, 25 noires, 45 rouges. Quelle est la proba- 
bilité d’extraire de l’urne une boule blanche ou une 
boule noire en 1 tirage ? 

La probabilité cherchée est évidemment : 


30 + 25 30 25 


RTS TO PTT En A EU 


Remarquons que P est égal à la somme de 
20 


«3 


et — 00 ” qui sont respeclivement les probabilités d’ex- 


109 


traire une boule blanche ct une boule noiïre de l’urne. 
P est une probabilité totale. 

Cette loi d’addition des probabilités appelle une 
remarque importante : les 2 probabililés partielles 
envisagées sont les probabilités de 2 événements qui 
s’excluent mutuellement et tels que l’événement dont 


on cherche la probabilité peut étre réalisé de l'une quel- 
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conque des manières envisagées. Tirer une boule blanche 
ou une houle noire peut 856 réaliser, soit par le tirage 
u une blanche, soit par le tirage d’une noire ct pas 
autrement. D'autre part, le {irage d’une boule blanche 
exclut le lirage d’une boule noire, ces deux boules ne 
pouvant sortir simultanément de lurne. 

ΤΙ est imporlant de vérifier l’exclusion réciproque des 
événements parlicls pour l’application du principe 
des probabilités totales. 


11. Généralisation. — Soient 2 événements A et B 
qui s’excluent mufuellement (ne peuvent se produire 
simultanément) et tels que l’arrivée de l’un d’entre 
eux entraîne l’arrivée d’un événement E. Désignons 
par n le nombre des cas également possibles ; nous 
pouvons les classer d’après 105 allcrnalives suivantes : 

19 À se produit seul dans æ cas. 
29 13 se produit seul dans 8 cas. 
39 Ni A, πὶ Β ne se produisent dans Ὑ cas. 
a ++, =n. 
D'’eù nous lirons : 


Probabilité d'arrivée de A: Pa — 


I 


Probabilité d’arrivéc de BB : Py 


Probabililé d'arrivée de L : 


α α --- 
Pr = PAaouB = sHE — + β = PM | Pa 
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On démontre de la même manière qu'un événement E 
pouvan! se produire par l’arrivée de l’un quelconque 
des événements À, B,C... L qui s’excluent mutuellement, 


On ἃ: 
Pe = Pa + Pre + Pc +... + PL. 


D'où le principe des probabilités totales. 

Si un événement F peut élre réalisé de plusieurs ma- 
nières qui s’excluent muluellement, la probabilité de 
l’arrivée de E est égale à la somme des probabililés cor- 


respondant à chacun des modes de réalisation de E. 


12. Principe des probabilités composées. 

On dit qu’un événement est composé lorsque son 
arrivée suppose la réalisation de plusieurs événements 
simples, dans un ordre déterminé. Par exemple, 
l'extraction d’une urne, contenant des boules blanches 
ct noires, d’une boule blanche, puis d’une boulc noire 
en 2 Lirages cest un événement composé. Le tirage 
d’une boule blanche, puis d’une noire est distinct du 
tirage d’une noire, puis d’une blanche. 

Représentons par B, N lParrivée d’une boule blanche, 


puis d’une noire ct cherchons la probabilité. 
Pre = Pr. (E = B, N). 
Désignons par n le nombre des cas également possi- 


bles que nous pouvons classer d’après les alernalives 


suivantes : 
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19 Extraction d’une blanche puis d’une noire dans 
α CAS. 

20 Extraction d’une blanche puis d’une blanche dans 
B cas. 

3° Extraction d’une noire puis d’une noire dans 
Ὑ cas. 


40 Exiraction d’une noïre puis d’une blanche dans 


ὃ (85. ι | 
SE NL MES Dia 
Donc : PE = PEN (1) 


Probabilité d’extraire une blanche au 1er lirage : 
α - β 
Ph Tre un (2) 
Probabilité d’exlraire une noire après avoir extrait 
une blanche : à cas favorables, à + $ cas possibles, 
d’où : 


α 

Pxsis — EE β 

Faisons le produit, membre à membre, des égalités 
(2) et (3) il vient : 


‘ (3) 


a + $ œ α 
2 Δ 5}. δεν τ Μίει ὦ «ἰΞεί PAPE ER σε 
Pr Χ PNsin * X ἜΣ ΤΡ. - B,N 
13. Le raïsonnement est général. -- Si nous consi- 


dérons un événement I qui se compose de 2 événe- 


ments successifs À el B, nous aurons la relation : 


PE = La,p = 4 X Ph si A s'est produit. 
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Si l’on considère l'événement ἘΞ constitué par les 
2 événements successifs B, A, on aura : 


PE = Pp,4A = PB X PAsipsest produit. 


PRINCIPE DES PROBABILITÉS COMPOSÉES : 


Si un événement est composé de 2 événements Α et B, 
sa probabilité est égale à la probabilité de À multipliée 
par la probabilité que B se produise, À s’élant produit. 


14. Cas particulier important : événements indépen- 
pendants. 

Deux événements sont indépendants lorsque l’ar- 
rivée ou la non-arrivée de l’un n’a aucune influence 
sur l’arrivée ou la non-arrivée dc l’autre, c’est-à-dire, 
lorsque l’arrivée de l’un ne modifie pas la probabilité 
d'arrivée de l’autre. 

Dans ce cas : 

PB si À s’est produit = P8. 

Par suite : 

PE — Pa, — Pa X Pp (v. Pour comprendre l'algèbre 
n° 220). 


15. Cas où il y a un nombre quelconque d’événe- 
ments compte sant(s. 

Nous aurions pu chercher la probabilité d’extraire 
de l’urne une boule blanche, puis une noire, puis encore 
une noire en 3 lirages, ce qui nous aurait conduit à 


envisager 3 événements éléméhitaires. 
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D'unc manière générale, soit E un événement qui 
se compose de Parrivéc successive de 3 événements 
A, B, C 


Pr τῆς; Pa, BCE PA, "5 X Pusi A, B s’est produit. 
Or, Ps, 8 == Pa X Pp et À s’est produit » 
d’où : 


Pr = Pa,r.c= Pa Χ Pasia s'estproduit X PGsi A Bs'est produit. 
Si Jes événements A, B et C sont indépendants, 


on 4 : 
Pau,cæ Fa X Pu X Pc. 


16. Exemple 1. --- Une urne contient 2 boules blanches, 
1 boule noire, 7 boules rouges. On extrail succcrssivernent 
2 boules de l’urne. Quelle est la probabililé d’avoir une 
boule blanche puis une boule noire ? 

19 in remettant la boule lirée dans l’urne après le 
10cr {irage. 

20 Sans remettre la boute tirée dans l’urne après le 
1° {irage. 

1er cas : Les événements composants : cxtraclion 


d’une boule blanche puis d’une boule noire suult indé- 


pendants. # 
D’où : 
2 1 2 
Pen = μὴ X Pn — 10 X ἘΠ TL TA ln 0,02. 


2e cas : Les événements composants sont dépen- 
dants : la nature de la 115 boule tirée modifie la pro- 
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babililé de tirer une boule nuire au second tirage. 


Pa, n = Pr Χ Ἐν εἰ Βὶ 1" tiraye- 


Ra 1 ἘΣ 
ΝΠ τον «τ ΘΟ ΗΠ 
17. Exemple 2. -- Cherchurs ta probabilité d'extraire 


une boule blanche et une boule noire quel que soit l'ordre 


“d'extraction des boules. 
LILAS 


Pr = Ppan = Pg,x + Ρν, 5 (probabililés Lotales) 


2 1 1 2 4 
ΙΕ TOR TOME TE TLC 50 2 
ZAC! CAS: 
2 1 1 À Î 


. XI" 


RER CENT ΜΕ EEE CT : | 


18. Combinaison Ges 2 principes Ges probabiiités 
totales et composées. 

J:XEMPLE. — On a ὃ urnes ayant {es composilions 
suicurudes : 2 urnes contiennent 3 boules blanclues rt 
o noires chacune, 3 urnes contiennent 4 boules blanches 
el 3 noires chacune. On tire une boule d’une urne quet- 
conque prise au hasard. Quelle est la probabtlité d’avoir 
une boule blanche ? 

Les probabilités d’effecluer le tirage dans le 1er ou 


2 9 
le 2° groupe d’urnes soul respectivement : — οἵ —-, 

.) . 
οἱ ἄδι5 chacun de ces cas fes probabililés d’extraire 


ῷ 4 
une boulc blanche sont Ἔ οἱ μὰς 
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L’exiraction d’une boule jlanche peut donc se 
produire de 2 manières s’exeluant mutuellement : 
19 {irage d’une boule blanche dans le premicr 


groupe d’urnes. 
5: 3 
Probabiïlilé correspondante IT X & (probabilités 
composées). 
29 tirage d’une boule blanche dans le sccond groupe 
d’urnes. 
τ) 4 
Probabilité correspondante : Fr X > 
Probabililé d'obtenir une blanche par l’un quel- 
conque des 2 modes «ce réalisation : 


2 3 3 4 69 
(si 140 


(probabilités totales). 


D'une manière générale, evnsidérons un événement 
15 qui peut avoir plusieurs causes Ci, (,..., Cissss Cn 
s’excluant mutuellement. Soient πὴ, Ro,.…., Ki, πῃ ἸῸΝ 
probabililés Ges causes Ci, Cas..Cn οἱ Pas [02»...7 Pis... Pr 
les probabiliiés que E se produise après l’entréc en 
ICurdes causes "Cr, ,...γ CG Οὑ: 

On à : 

Probabililé pour que E se produise et résulle de la 
cause CG; τὸ probabilité que Ci entre en jeu X proba- 
bilité que E se produise, C: s’élant produit = πὶ X Pi 


(probabililés composées). Une quelconque des causes 
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pouvant entrer en jeu nous avons la relation ὁ 
PE = περι À Te Pa He τΈ πὶ pi + + πὴ Pa 
(probabilités totales). 

Cette relation se traduit par le principe suivant : 
Si un événement peut résuller de plusieurs causes 
s’excluant mutuellement, on obtient sa probabilité en 
faisant la somme des probabilités composées obtenues 
en multipliant la probabilité de chaque cause par la 
probabilité que l'événement se produise lorsqu’ il résulte 


de la cause considérée. 


19. Problèmes d’application de ces principes. 

Reprenons le problème du n° 7. 

Probabililté d’obtcnir 2 fois pile en jetant 2 foïs une 
pièce de monnaic — probabilité d’obtenir pile au 
197 jet x probabililé d’oblenir pile au 22 jet 


1 1 
P = ΟἹ Χ SAT (Probabililés composées, événe- 


ments indépendants). Le lecteur pourra reprendre [05 
questions trailées aux 1105 7 et 9 en appliquant les prin- 


cipes étudiés ; il constalera que l'application des prin- 


cipes fondamentaux rend les solutions plus simples. 


20. Problème 1.— On «a 2 urnes contenant respeclive- 
ment : 
5 boules blanches ei 3 rouges. 
7 boules blanches et 4 rouges. 
. On tire simultanément une boule dans chaque urne. 
Quelle est la probabilité de tirer 2 rouges ? 
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Nous sommes dans lé cas des probabilités composées 
les événements étant intépendants. 
P -- Probabilité de lirer une rouge dans la première 
urne X probabilité de tirer une rouge dans la 2° urne. 
3 4 3! 
me 5:16 ὁ CINE Ἢ 
21. Probième 2. -— On jelte 5 fois une pièce de mon- 
naie ; quelle est la probabilité d’avoir dans l’ordre sui- 
van : 
PFPFP(F = face ; P = pile) ὃ 
L'événement envisagé est un événement composé 


d'événements indépendants. 


Τ 
Der 
1 1 1 
RE RER UN 
1 1 1 
Er D Tite 
1 1 1 
Ppgpj 2e Ce” X Ἐῶ δ᾽ 
1 1 1 1 
PpeprP ;----- ΚΤ x D se 32 [:Ξ--- | DUR 


On voit que si l’on jette n fois une pièce de monnaie 


la probabilité pour que pile et face se succèdent dans 


un ordre assigné ἃ l’avance est - 


TE 
Le résuliat est le mûme que si l’on jetail simultané- 
ment 5 pièces de monnai?. 


FériaNac ct Momicé. — Probabilités. 3 
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22. Problème ὃ. — Une urne contient 10 boules : 
3 blanches et 7 noires. On effectue 4 tirages dans l’urne 
en remettant la boule tirée après chaque lirage. Quelle 
est la probabilité de tirer 3 blanches el 1 noire quel que 
soil l’ordre de sortie ? 

Cet événement peul être réalisé de plusieurs ma- 
nières qui s’excluent mutuellement ; on peut avoir les 


successions suivantes : 
BBBN, BBNB, ΝΒ, 


La probabililé d’oblenir l’un particulier de ces 
groupements est 
3 3 3 7 159 


10 X 10 X 16 * 10 — 10 000 (probabilités composces). 


Nous avons vu que l’on peut avoir 4 groupements 
différents correspondant chacun à un cas favorable 
(V. n° 8). 

Done la probabilité cherchée est : 

189 à dus. 
10 000 X 4 = 0,0756 (probabililés totales). 

On pourrait être tenté de raisonner comme nous 
l'avons fait au n° 8 : au 19r tirage il y ἃ 10 cas possibles, 
au 29 tirage l’une quelconque des 10 boules que l’on 
peut extraire peut êlre associée à l’une quelconque 
des 10 boules du 197 Lirage, soient 10? cas possibles. 
On trouverait, en poursuivant le raisonnement, 10% 


cas possibles en 4 tirages. Les cas Aécomptés dc celte 
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manière ne sont pas également probables : la proba- 
bilité correspondant à 8, B, B, B n’est pas égale à 
celle «le B, B, N, N. 

Le raisonnement était valable pour le jeu de pile 
ou face à cause des probabilités égales d’avoir pile ou 
face dans une épreuve. 

23. Problème 4 — On prend 3 caries au hasard 
dans un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité d’avoir 
un roi ef un seul ? 

On peut réaliser cet événement de 3 manières qui 


s’excluent mutuellement. 


| 


PLROBABILITIE 


1ro CARTIS) 20 CARE | 38° CARTES 
correspondante. 


roi as de roi γ85 de roi |— ΚΝ —— ---- = D, 
P ἰ τς ONE 
Das de roi οἱ ἱ δε Χ 3 X c2 
s de roi roi as de roi | — - — —— ΞΞ }), 
I f RU 0 
Ε s L 28 Sr αἰ 
pas de roi | pas de roi roi — X — Xi Jà 


4 28 27 189 


P=3p=msX 35 X 37 X= = 69 (probabilités Lolales). 
24. Problème 5. —— Un tir au canon étui bien réglé, 


quelle est la probabililé d'avoir 4 coups longs sur 4 coups? 
On dit qu’un iir est bicn réglé lorsque Îes obus se 
répartissent également en coups longs ct cn coups 
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| 1 
courts. La probabililé d’avoir un coup long est donc Z° 


La probabilité d’avoir 4 coups longs est une proba- 
bililé composée d’éyénements indépendants. 


1 1 1 1 1 


25. Problème 6. --- Dans le cas précédent quelle est 
la probabilité d’avoir 2 coups longs et 2 coups courts. 


On peut réaliser cet événement de plusicurs ma- 


nières indépendantes. 


Ια RSR ie PTT 7 LATE 
ter COUP | 2 coup | 3 coup | 4° COUP | PROBABILITÉS | 


correspondantes. 


C = coup court, L —= coup long. 
6 3 
Probabililé cherchée τὸ P = ΟΡ = dE iSte 
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26. Dans quelques cas on ἃ intérêt à remplacer l'évé- 
nement dont on cherche la probabilité par un autre : 
utilisation de Ia probabilité contraire. 

Nous avons vu, que si l’on désigne par p, la proba- 
bilité d’un événement ἘΠ et par 4, la probabililé de la 
non arrivée de E (événement contraire) nous avons 
p+q=1. 

Dans bien des cas on aura avantage à évaluer q 
d’où l’on déduira p = 1 — 4. 


27. Problème 7. — Quelle est la probabilité d’avoir 
au moins 1 cœur en prenant 8 carles dans un jeu de 
32 cartes ? 

Cherchons la probabilité q de l’événement contraire : 
ne pas tirer de cœur en prenant 3 caries dans le 
jeu. 


Nous avons : 


EME x do 
172% ΞΕ ΦΙΟΥ UN Le 


La probabilité cherchéc est 


p=1—- 0 0,59. 


28. Problème 8. — Probabilité d’oblenir au moins 
1 as en jetant 2 dés à 6 faces. 

Soit p, cette probabilité et q la probabilité de 
l'événement contraire : ne pas avoir d’as en jetant 
2 dés. 
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5 
La probabilité de ne pas avoir 1 as avec 1 dé est 5 


5 5 2: δ. ΜΠ , 
d’où q — 6 * CUP Se (probabilités composées) et | 
--- 11 
LE 


29. Problème 9. — On lance 2 dés ἢ fois. Quelle est 
la probabilité d’avoir le double 6 au moins une fois ἢ 

Soil p cette probabilité et qg la probabilité de l’évé- 
nement coniraire : ne pas amener le double 6 en n 
Jancers. 


La probabilité d’avoir le double 6 en unc épreuve cst 


1 1 1 
δ᾽ et la probabilité de ne pas lavoir est : 


RON VE 
Nm SAR 
36 36 | 
D'où : 
ΑΝ Do EE 
η = ( 28 ) (probabililés composées) 
25 2 

Fe p=i— (5). 

30. Probième 10. --- JJans le :problème précédent! 


cherchons combien il faut de jets pour avoir la probabili': 


1 3 
SZ d'amener le double 6 au moins une fois. 


Nous avons la relation : 


ps (28 n NT on 
Dr \EE 9υ 88 2° 
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Soit en prenant les logarithmes €es 2 membres : 


Ὁ 1 Er ΠΩΣ l'algèbre 
nes ΕΣ Ts (V. Pour compr 9 


2 n°8 182 ct 201) 
Ὁ log 0,5 log 0,5 1,69897 οὐχ 
“1 385  log35—log36 1.54407---1,5568 0. 


108 36 
— 0,50103 30103 


- ----ὕ -.-.. - — 
--- 0,01225 


ἜΡΙΝ τ de 
Il faudra donc jouer 25 parties pour avoir une 


chance sur 2 de tirer le double 6 au moins une fois. 


31. Généraiisation. -— Un événement E ayant une 
probabilité p, combien faut-il faire d'épreuves pour que 
15 ail la probabilité x de se réaliser au moins une fois ? 

Soil n le nombre des épreuves à tenter. 

La probabilité pour que E ne se produise pas en 
1 épreuve esl (1 — p}, οἱ en n épreuves (1 — ρ)" 
(probabilités composées). Donc la probabilité pour 
que E se produise au moins une fois au cours dc ἢ 
épreuves cs 

εἰς rte rene 2) 
D'où l'équation : 
r=1— (1 — p}* 
(1 .-- Ρ)}"} τα 1 --- Γ 
n log (1 -- p) = log (1 — ἡ) 
log (1 — r) 
Ἰο (1.55 5) 
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82. Problème 11. — Une bande rectiligne est divisée 
en 10 parties égales numérotées 1, 2, 3, .…, 10. Une 
boule lancée sur cetie bande s’arrête au hasard sur l'un 
des numéros. On lance 2 boules successivement, quelle 
est la probabilité pour que la différence des 2 numéros 
ainsi déterminés soil égale ou supérieure ἃ 2? 


ΑΝ Υ, πὴ O0: ΒΡ 9h MO 


Nous allons encercher la probabililé q ἂς l’événement 
contraire : obtenir 2 numéros dont la différence soit 
inférieure à 2, c’est-à-dire Cgale à 0 ou 1. 

1° Probabilité pour que la différence soit 0; nous 
avons un événement composé : tirer un numéro quel- 


conque puis lirer le même numéro, 

1 
10 
29 Probabilité pour que la différence soit 1 : 


Probabilité correspondante = 1 X -- 0,1. 


Nous dislingucrons 2 cas : 


a) le 127 numéro tiré est 2, 3, 4, .…, 9, probabilité 


δ À 
correspondante = 10 : Le second numéro doit être 


. 4 ᾿ . 4 ὠ îte ’ 2 
celui qui précède ou celui qui suit, probabilité = +0 : 
La probabilité d’avoir 2 numéros différant de 1 est 


8 2 
ionc : 10 * τὸ — 0:16 (probabilités composées), 


PROBABILITÉ D'UN ÉVÉNEMENT COMPLEXE 51 


2. 
10᾽ 
lc 26 numéro doit être 2 si 1 est sorti ou 9 si 10 est 


b) le 1° numéro Liré est 1 où 10, probabililé — 


1 
sorti, probabilité τα -—. 


10 
νὰ 2 1 
La probabilité de cette alternative est : τὸ * τὸ 
-- 0,02. 
D'où : q = 0,10 ++ 0,16 + 0,02 = 0,28 (probabililés 
totales), 


La probabililé cherchéc cest donc : 
Ρ -" 1 FT q = 0,72 


REMARQUE. — Nous aurions pu traiter ce problème 
par un dénombrement direct. 


33. Probabilités de vie et de décès (V. Pour com- 
prendre l’algèbre, n°8 221 à 228). 

Les compagnies d’assurances ont dressé des fables 
de survie qui indiquent le nombre de survivants à 
chaque âge, sur un nombre délerminé de naïissances. 

Désignons par ὕχ le nombre des vivants d’âge x et 
par vy4n le nombre des survivants d’âge ἃ + n. La 
probabilité pour qu’une personne d’âge x soit vivante 
dans nr années est : 

De + mn 
be | 


pr = 


Le nombre des décès dans cette période, æ à x + n, 
est égal à : Dr — Dx+n 
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donc la probabilité pour une tête d'âge ὦ de mourir 
avant l’âge x + nest: 


P? + ο = 1, ce qui revient à écrire qu’une personne 
d'âge actuel æ est certainement vivante ou morte 
au bout de πὶ années. 

ixtrait de la table G.R. (Caisse natiorale des 


rctrailes). 


— :.«----- 


NOMBRIS 
de têtes vivantes. 


N.-B. —-Yes r.ambices 
indiqués sontlesnoïmnbres 
de la table dont or 8 
supprimé les 3 derniers 


chifires. 


Arpylications 
19 Probabilité pour une personne de 30 ans de 
pivre à 40 ans : 


79 
Ὁ" = ΓΤ μα 0,92 par excès, 
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29 Probabililé pour une personne de 60 ans d'élre 


morte avant 70 ans : 


τῇ 59 — 40 19 
We ED — 55 


= 0,32, 

34. Problème 1. - - Quelle est la probabilité pour une 
têle d’üge x de décéder entre les âges x + netx +n +r’? 

Soit P cette probabilité. P est une probabililé com- 
posée. 

P — probabilité que x vive à l’âge x + n X pro- 
babilité que x, vivant à l’âge x + n, décède avant 
l’âge x + n +n': 

ne ἃ Len 


EXEMPLE : probabililé pour une tête de 30 ans de 
décéder entre 60 et 70 ans. 


ΤΑ τ δ0 10 PRE LS ἢἢ 5 
ul Ro τα στ ΜΉ ΠΤ MP Tome NE 


REMARQUE : on peut exprimer P en fonction de 


2 probabilités de vie. 


Ur: +. Dr - Rp ἐν ! 
Lx D UrLnt-n 
πὶ PEER FEES Do mt LI = p' Ar: ρ΄ Ἔ nf 
δ x οἷ ὩΣ 


soit dans l’exempile précédent : 


59 40 19 


mn mm ...... ἘΠῚ ms ἔπ 0 
δ᾿ 7 96 Se 9.5: 


Pme Ph Te Pate 
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85. Problème 2. — On considère 3 lêles d’'âges actuels 
X, y, 7, quelle est la probabilité pour que ces 3 têles soient 
vivanles au bout de n années ? 

Nous désigncrons cette probabilité par Pn 5 
æyz représente un groupe s’éteignant au 1er décès. 

Nous avons à évaluer une probabililé composée 
dans le cas où Iles événements sont indépendants 
(on suppose que la vie ou Ia mort de l’une quelconque 
des personnes n’a pas d’influence sur la vice ou la mort 
des 2 autres). 


onc ἢ — 7.5 dt ἢ 
D Poyz p, X jt X Pi. 
3 en 0 10 10 10 
EXEMPLE : P 10:20, 00 ΞΕ ΤΠ ὡς Pay ΧΡΩ 5 


DORE Ω86.Ἀ}5 50 


μὴ ΣΡ me TURIN 
La probabilité contraire 0,27 est la probabilité pour 
qu’au moins l’une des 3 personnes, d’âges actuels 


10, 20. 50, soit morte dans 10 ans. 


86. Problème 3. —- On censidère 2/têtes d’'âges actuels 
x cl y. Quelle esf la probabilité pour qu’au moins une 
de ces 2 têtes soit vivante au bout de n années ἢ 

Désignons par ΡΞ cctte probabilité ; «y représente 
un groupe qui s’étciut au dernier décès. La probabilité 
de l’événement contraire (les 2 têtes +, y mortes au 
bout de n années) est : 


qu Χ qu τα (1 — PE) (1 -τρῷ 
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d’où la probabilité cherchée : 


p==1—(i—p") CPR PRET PR PEER 


Or n HU — pit . n° £ 
Pr X P, pe (V. n° 35) 
ΟἹ D =D ἡ + pr — pa. 
x Ὁ y Ty 
EXEMPLE : ἃ τῷ 20 8115, y=- 30ans, n = 40 ans. 
ΡΟ 40 40 
Pao 50 " yo à πὰ P6,s0 


Lo A0 INUROE "40 


où 86  v2 x 46 
Les problèmes 2 et 3 nous montrent comment on 


= 0,81. 


peut déduire de la table de survie les probabilités de 
vie ou de décès concernant des groupes de têtes. Nous 
uliliserons ces résultats à la 10° leçon sur les assurances- 


Vic. 


Classification des probabilités. 

37. Probabilités dénombrabies. 

Le nombre des cas possibles est fini; on pourra 
donc en effectuer le comptage ; dans Ja pralique cetle 
opéralion peut êlre compliquée, maïs elle peut tou- 
jours être envisagée théoriquement. 

Nous avons vu au n° 8, que si on jette 4 fois une 


pièce de monnaie, on peut obtenir 0, 1, 2, 3 ou 4 fois 
EL Ἶ 115). 6 di, 420 
"16 avecles probabilités respectives 2e, 16° 16° TC’ 16° 


Le nombre de piles obtenu peut prendre plusieurs 
valeurs avec, pour chacune d’elles, une probabilité 
déterminée, c’est une variable aléatoire. 


qq 
Ld 
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Portant en abscisses les valeurs que prend 18 
variable aléatcire et en ordonnées les probabilités 
correspondantes nous pouvons construire le gra- 
phique de la figure 2. 


Fig. 2. 


L’aire d’un rectangle représente la probabilité 
pour que le nombre de piles obtenu soit égal ἃ l’abscisse 
du centre du rectangle, La somme des aires des 
3 premiers rectangles, ἃ parlir de la gauche, représente 


la probabilité {οἱ 416 d’arrivée de 0, 1 ou 2 fois pile. 


38. Probabilités continues. 
Elles se rapportent à des événements tels que le 


nolubre des alternatives à envisager devient infini. 
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La variable aléatoire prenant une infinité de valeurs 
les mélhodes de dénombrement direct sont inappli- 
cables. 

ExEMPLE : Dans le probléme n° 32, supposons ia 
bande AB divisée en 1000, 10000 parties égales, 
le nombre des cas possibles crofl en même temps que 
lc nombre des divisions. A la limite, AB étant divisé 
en une infinité de parties égales et infiniment petites, 
nous aurons une infinité d’alternalives. Le problème 
passe du discontinu au continu et son énoncé se trans- 
forme comme suit : 

Sur un segmerud de droite AB, on fixe 2 points au 
hasard. Quelle est la probabilité pour que leur distance 


soit égale ou supérieure à 2 unités ? 


TROISIÈME LEÇON 
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89. Définition des combinaisons. 

On appelle combinaisons de 4 objets a, b, c, d, pris 
2 à 2, les divers groupements obtenus en prenant 
2 objets parmi les 4, ces groupements élant distincts 
si les objets qui les composent ne sont pas identiques; 
ainsi les groupements ab el ac sont distincts, alors que 
les groupements ab et ba ne le sont pas. 

Avec les 4 objets a, ὃ, c, d, nous obiiendrons 6 combi- 
naisons de 2 objets en associant successivement 


chacun d’eux à ceux qui le suivent : 
ab, ac, ad, bc, bd, cd. 


Ce procédé nous donne bien des combinaisons dis- 
Uincies et il nous les donne toutes : en cfiel, si nous 
associons une lettre quelconque, ὁ par exemple, ἃ 
l’une de celles qui la précèdent, soit a, nous obtenons 
une combinaison déjà écrite ca, car clle n’est pas 


distincte de ac. 
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Le nombre des combinaisons de m objels p à p se 


désigne par le symbole C?, ; dans l’exemple précédent 
Θὲ = 6. 


De la définition précédente nous tirons les consé- 
quences évidentes : 


ΟἹ, Ξε πε ον = 1. 


40. Formule générale des combinaisons. 

Soient m objets, «a, b, c... EL, si nous faisons [6 tableau 
des αὖ, combinaisons de ces objets, nous pouvons y 
distinguer 2 groupes : celles qui contiennent la lettre a 
et celles qui ne la contiennent pas. Comptons combien 
de fois cette letire figure dans le tableau en opérant 
de deux mauières équivalentes : 

19 Nous avons dans le tableau ὡς combinaisons, 
chacune contenant p lettres, soit en tout : 

p x Cf, lettres dans le tableau. 

Or les πὶ lettres a, b,..., l jouant le même rôle, figu- 
rent le même nombre de fois dans Ile tableau; le 
nombre des lettres a est donc : 


m 
29 De la suite €&, v, 6... ἰ, relirons la lettre a, il nous 
restera (m —- 1) leltres b, ce... L Considérons les combi- 
naïsons de ces (mm --- 1) Icltres (p — 1) à (p — 1), leur 
nombre est 
Οὗ. 


FériGNac οἱ Mori. — Probabilités 4 


rl 
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Il est évident que si à chacune de ces combinaisons Si nous multiplions les 2 termes de la fraction (2) 


nous ajoutons la letire a, nous obtiendrons toutes les par le produit : 


1 ον . ᾿ δ ἢ . , p . 4, ; 
combinaisons du Lableau envisagé C;,, qui contiennent din χ πὸ SUR 2 p) = (re pl 
la lettre a. Le nombre des lettres a de ce tableau peut 


Un l'expression de CP, devient 
donc aussi s’écrire : 


ο»--ἰ p m ! : 
“π-- ' (; τἢὋ}. —_————————— a 
d’où la relation de récurrence. à "LT 
Observons que 0! = 1 puisque, par définition 
P .» —1 m --ἰ 
XCn= Chi Où ὍΝ Ἐπ τὸ C1 () PR À 
m D RE =. T7 mn À, 
mio 
Cette relation nous permet d'écrire les égalilés 
m A 41. Propriétés des combinaisons. 
“Li εἰ} —— 
(DA ar p C}, —! À Τρ 
| 1° Cm = Cm 7. (4) 
ce! . mis * CT En effet cp m | 
m1 — Ξ , "Π-ἰ in € PRE CT NES D à eee Le : , 
D 1 e fe m—p}ipl identique à (3) 
PE ἘΠῚ 2e Ἢ τα CRE Ὁ CE 6) 
ο I — D | "ὦ Ν c:! 
mp #2 2 Por Cette égalité exprime simplement que le nombre des 
οἱ m— Ρ 1 combinaisons de m lettres p ἃ p est égal au nornbre 
RENE 1 ΟῚ de celles qui contiennent la lettre a (V n° 40, 20) 


nm) y 1P ες VAE 

d’où en mullipliant ces égalités membre ἃ membre RERO Gale EEE θα, ne pot 

tiennent pas a. 
p(p—1)(p—2).. X 2 X1 


42. Application au calcul algébrique. 
qui est la formule générale des combinaisons. m étant un entier quelconque, cherchons le déve- 
Le produit 1 X 2 x 3 .… x p se représente par le 


symbole p ! qui 55 lit « factorielle p ». 


loppement de 


Ça + ὃ)» = (a +- δὴ) (a + δ)... (a + b) (6) 
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I sera de la forme : 
(a + b)"— A, ar + A, am —1 b + .… Ap am —p bp +... An Dm, 
Pour déterminer les coefficients As, As ... Δ»... Δικ» 


remarquons d’abord queles coefficients de deux termes 
équidistants des extrêmes sont égaux car 


(a + D) = (D + a)". 


Nous allons calculer A, en cherchant de combien de 
manières différentes ont peut obtenir le terme a*—2? bP 
dans le prosluit (6). Ce terme s’oblient en prenant ἢ 
dans p facteurs de ce produit et a dans les autres. 
Ἐν ἃ donc autant de termes en am—p BP qu'il y a de 
groupements de p facleurs parmi m, ces groupements 
différaut par le rang des facicurs qui les composent. 
Le nombre de ces termes est donc égal au nombre de 


combinaisons de m letires p à p soil 
ip Fi Cr 
En donnant à p les valeurs 0, 1, 2 ... m nous avons 
(a - bjr -- (ὦ an - Cl, an—1 b + C? am—2 pr... 
ACT ane its... C0" D TOR 


Si l’on tient compte de la valeur trouvée pour ΟΡ 


on peut écrire 
πὶ (m — 1) 
1 κ. ἃ 
, Mm(m—1)(m—2)…(m—p 411) 
Er 1.2.8 0 Ὁ 


(a + ὃ)» = a" + πὶ απιτοτ ν + an? p2 Æ 1 


am—5 bp +... bn (8) 
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On démontre que ceite formule est valable pour 
m négatif ou fractionnaire. Nous l’admeltrons. 


43. Problème 1. — Quelle est la probabilité d’avoir 
3 atouts d'entrée à l’écarté ? 

Rappelons qu’à l’écarté on distribue 5 cartes, 
prises au hasard dans un jeu de 32 cartes, une carte 
tournée après la distribution fixant lP’atout. 


1τὸ solution. — Ea carie fixant l’alout n'étant pas 
distribuée il reste 31 cartes. Le nombre des cas possi- 
bles est égal au nombre des combinaisons de 31 carles 
5 à 5 soit ὧν 

Pour «déterminer le nombre des cas favorables, uti- 


lisons le schéma ci-dessous (V. fig. 3). 


M 
= ---..-- .... “-« ..ὕὄὦΨ.--.. -.---.--.-...---.-.. ς 
À ΝΣ ---.- "7 r " 
J élouts parmi 2 cartes permi 
7 cartes fes 24 autres 


Fig. 3. 


IT nous montre que les cas favorables sont tous ceux 
qui associent une des Οὗ combinaisons du groupe AM 
à l’une des Gi, combinaisons du groupe MB. Une quel- 
conque du 127 groupe pouvant êlre associée à l’une 


quelconque du 2° groupe, il y a donc 


C; Χ C cas favorables. 
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d’où la probabilité cherchée 


COCA ENS NON 24! 51 x 26! 


- M 31x41 2x 227 \ 7 SL 


Ἢ 
ΟΝ oo 
FT DIM 
2° solution. — La probabilité de tirer 3 atouts, 


dans un ordre déterminé, est 


7 6 Ὁ 24 


23 
Ds μα --- - .------. .---.. — À Oo ‘ 
ΡΞ ΤΙ X 50 * 55 * 5x * πὶ (δ. n° 21) 


elle est la même quel que soit l’ordre. Mais, si on ne 
fixe pas l’ordre d’arrivée des atouts, cet événement 
peut se produire de plusieurs manières suivant que 
les 3 atouts occupent les rangs 1, 2, 8 ou 1, 2, 4... 
ou 3, 4, 5. Π y a donc & groupements distincts qui 
correspondent à autant de manicres, s’excluant mutuel- 
lement, d’obienir les 5 atouts. Le principe des proba- 


bilité totales permet d’écrire 


P — C x p -- 0.06. 


44. Problème 2. — Dans une loterie qui contient 
100 numéros, on en tire 40. Quelle est la probabilité 
pour que 3 numéros désignés à l’avance sortent ? 

Nombre des lirages possibles : Ci. 

Nombre ‘des üUrages favorables : ic schéma ci- 
dessous (V. fig. 4) montre que les lirages favorables 


sont {ous ceux qui associent les 3 numéros choisis 
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à l’une quelconque des combinaisons des 97 autres 
numéros pris par groupes de 37. Il y a donc 
ΟἿ᾽ cas favorables. 


B 
SE SEE ETES SOS - ἡ ὦ». ὦ ὦ CE | CG 
3 AumÈros 27 ρωφόγος parmi 
choisis Jes 97 autres 


rpg. 4. 


La probabilité cherchée cst 


Cr 38 X 39 X 40 
P—-—— — ἔς τσ ιες--, -- ὰ __ = 0.06. 
ca 98 x 99 X 100 
Généralisation. ---- ans une ‘loterie de nt billets, 


on dire n lots. Quelle est la probabilité pour que k numéros 
choisis à l’avance sortent ? 
Un raisonnement identique donne 
(.1-- ἡ 


on — αὶ 
PARA 


‘y 


45. Problème 3. — J)ans une lolerie qui contient 
100 numéros, on tire 40 lots. Quelle est la probabilit 
pour que dans un groupe de 10 numéros choisis 
l'avance, ily ail3 gagnants. 

Nombre des tirages possibles : Co 

Le schéma ci-dessous (V. fig. 5) montre que Îles 


cas favorables sont {ous ceux qui associent une des 
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"1 1 ï Ἧ ἣν Par τ 7 « 
GC, combinaisons du groupe AB à l'une «es Οὐ COMDi- 
naisons du groupe BC. Une quelconque du 1°7 groupe 
pouvant êlre associée à l’une quelconque du 2° groupe, 
ya ΟἿ Χ Ci cas lavorahles. 

À te mm ES C 
ο-..ὕ... ».ᾳ,οιὕὖὕ.. Γ - 


.27 NUMÉTOS PEIrMI 
les 97 autres 


3 nuUMÊrOS 
Parmi 10 


εἷρ. 5. 


Ja probabilité cherchée est donc. 


il CELL 
( "ὃ K ( ΝΠ} 1 
P -- Ὁ — 0,2, 


Généralisation. — Si nous considérons une loterie 
de im billets dont n sortent au tirage, la probabilité 


pour un joueur ayant acheté D billets de gagner k lois 


sera 
eh v en—k 
ps αι m—h 
RE PET TT 
‘me 
46. Problème 4. -- Dans une loterie d'un grand 


1 
nombre de billets le nombre des lots est égal au 10 dut 


nombre des billets. Combien doit-on prendre de billets 
pour avoir une chance sur deux de gagner at moins 1Πὶ 
lot ? 

Soient πὶ}. nombre des billets de la lolcrie et x le 
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nombre cherché. Nous allons délerriner la probabilité 
P de l’événement contraire, c’est-à-dire la probabilité 


de ne gagner aucun lof, qui doit être égale à 


: Led 
SM Te 


Pour cela utilisons la formule générale du problème 


précédent avec : 


mt 
il vient 

ἢ ΞΕ m 9m 
P Ce X Cm + .ς (αὶ — x)! 10 10 } 


᾿ y: m\, 9m 7 m! 
Ἅ}1}}  «--- πα ΒΕ ΒΝΒΘ "ἢ 
μι Ve il ( 1{) æ ἢ! 

ἢ ἢ] \ f 9m 9m 
(a+) (te +2). (58) 


P nu. us pd EE Ξ ει 
(m— x + 1) (nm — x + 2) ... Χ πὶ 
9 mn | % 9'nt 9m 
Ὁ ὑπ EE UN 007 ET "τὰ 
PART ERA TEE à Minis (αἰ ΞΟ) MR" 


qui peut s’écrire, en divisant par m les 2 termes de 
chaque fraction 


9 ἃ — 1 0 
TO. ΠῚ 10 
pre Pre VIE Ra 
ἃ Ἷ Dtres IX 1 
nm 


Si m est Lrès grand par rapport à x on peut négliger 

. x — T'— ἢ 
IcsrIractions =, 

πὶ 


. ΘΓ on a sensiblement 


" 
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d’où l’équaiion du problème : 


Ἢ πὶ 


9} = 


En prenant ἰὸς logarithmes des 2 membres on a 3 


log 0,5 = x X log 0,9. 


log 0,5.  1,69897 —0,30103 
Dilog 60e 2 1 os 4aU τ - 0570: DA 


Il faudra prendre 7 billets. 


47. Problème 5. --- Queue est la probabilité d'obtenir 
le point 18 avec 5 dés à 6 faces ? 

Nous avons traité un problème analogue au n° 9 
dans le cas simple où lon ne jetle que 2 dés. 1] nous a 
été possihle d'écrire tous les cas favorables ; dans ce 
nouvel exemple ïl serait rés long d'écrire tous Îles 
groupements de ἢ des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, Lels 
due dans chaque groupement la somme des 5 nombres, 
soit 1€. 

Désignons les faces d’un dé par les symboles 


PP, Κ᾽, PB, 6,1, et calculons 
(ἐ! + P +- ἰ | {A + d + y 


Nous obtiendrons un polynôme du 30° degré en ἔ 
dans lequel l’ensemble des termes en 8 correspondra 
à toutes les manières possibles de grouper 5 nombres 


compris entre 1 ct 6, tels que leur somme soit égale 
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à 18. Le nombre des cas favorables est donc égal au 
cocfficient de 853 dans ce développement. 

Le raisonnement fait au n° 9 nous montre encore 
qu'il y ἃ 65 cas possibles, également probables. Pour 
faciliter la recherche du terme en #8 remarquons 
(V. algèbre n° 172, progressions géométriques) que 

[Ra 


l 
DR TE CE EE ET SEE D 


en employant les cxposants négatifs. On a donc 
({ + 13 -- -.. 6 | DE es 5 (1 19 ΔΝ ( --ὃ -ὖ 


ce qui nous conduit à trouver le terme en {5 du déve- 
loppement de (1 — #55 (1 — t)—5, 


La formule (8) du n° 42 donne 


ta ᾿ Ὁ X 4 
ἐπι Ὑπ δεν Ἅ ὠἔἐω τ ἘΝ ἰδοὺ. προ | | 
(1.--- ne 1 τοὐπὶ EIRE ἐξ, 
9 D X 6 Sat. le 7: 
1 PNR ς — 5 de 1 — ἘΞ ms PT ER 2 nm pq es -- -... τ CET 
Ar ans meer 


Le terme en {8 du produit de ces 2 polynômes pro- 
vient des produits particls. 
1 Χ 18, t x AL {1:3 X | 
Leurs coeMMicients respectifs sont : 


5 X6X7X... 16 X 17. dits dE «ὦ E 


ae 


1 τ Ὡς, 19 ν 18). 


ΤΟ AR Gr 


| 
Cab] 1 
# 


y RAT z 
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Le coeflicient de £5 est donc 
2380 — 1650 + 50 — 780, 


D'où la probabilité cherchée : 


780 780 . 
EX MENT 
Remarque. — On iraïilcrait d’une manière identique 


le problème suivant : 

Une urne contient πὶ boules numérotées 1, 2, 3... n. 
On extrait successivement Καὶ boulcs de l’urnce en remet- 
tant la boule après chaque tirage. Quelle est la proba- 
bilité pour que la somme cs k numéros tirés soit égale 


à un nombre fixé ἃ l'avance ? 


Permutation de ἢ objets. Anplication à un problème 


de rencontre. 


48. Définition des permutations. 

Considérons 3 ΤΟ [τος «a, δ, 6, on peut les écrire dans 
un autre ordre, par exemple : ὃ, a, c; a, c, b,... Nous 
obicnons de celte façon des groupements composés 
des mêmes lettres et ne différant que par le rang 
occupé par les lettres qui les composent. 

Les groupements ainsi oblenus constituent les 
permutations des 3 lelires a, ὃ, 6. 

Nous nous proposons de rechercher le nombre des 


permulations qu’on peut oblenir, avec n lettres, 
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1° Cas de 2 lettres a, ὃ : on peut évidemment obtenir 
2 permulations, ab et ba. 

29 Cas de 3 letires a, δ, c : 

Partant du groupement ab on peul placer c au 
1er, ge ou 3° rang, ce qui nous donne les 3 groupements 
distincts cab, acb, abc. 

On en obliendraït 3 autres, dislincis des précédents 
en parlant de ba. Nous avons donc 2 X ὃ — 3! 
permutations de 3 lettres. 

30 Cas de 4 lettres à, b, €, d': 

Partant de l’une quelconque des permulalions 
précédenies on peut placer d au 127, 20, 3e ou 4° rang. 
Donc chaque permutation de 3 lettres donne naissance 
à 4 permutlalions de 4 lettres; nous aurons donc 


3! Χ 4 = 4 ! permutations de 4 lettres. 


49. Formule générale — Je ce qui précède, nous 
sommes amcçcnés à penser que le nombre des permuta- 
Uons de n letires est πὶ Nous allons élablir cette 
formule par la méthode de récurrence : supposons 


la vérificc pour {n — 1) lettres nous l’élablirons 


pour n. Avec (n —- 1) lettres nous pouvons écrire 
(n — 1)! permuialions. Considérons l’un quelconque 


de ces alignements de (n — 1) lettres : a, ὃ, 6... 1, nous 
pouvons y introduire une lettre supplémentaire, m, 
de n marières différentes en faisant occuper à sn le 1er, 
ou le 29, ou ie 3e... ou le riènic rang. Donc un aligne- 
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ment de(n—1}leltres donne naissance à nr alignemenis 
de n lettres ct à n seulement car m a été placée de toutes 
les manières possibles dans l’alignement envisagé. 
Nous pouvons faire la même opération pour chaçune 
des (n — 1)! permutations de (n —- 1) lettres : Donc 
nous aurons écrit au lolal(n-—-1)! X n = n!permu- 
tations de nr leltres. 

Le nombre des permulations de n lettres est désigné 


par la notation P, d’où Ia formule 


P — πὶ 


50. Problème de rencontre. — πὸ urne contient 
10 boules numérotées 1, 2, 3... 9, 10. On tire successive- 
ment les boules sans remettre la boule tirée. Quelle est la 
probabilité pour qu'aucune des boules 1, 2 et 3 ne sorte 
au rang déterminé par son numéro ? 

Le nombre des cas possibles, égal au nombre des 
permutlalions de 10 objeis, οδ 101! 

Supposons que la boule 1 soric à son rang, chacune 
des aulres pouvant occuper un rang quelconque, on 
obtient ainsi 9! cas. I resie donc n, — (10! — 91) 
cas dans lesquels la boule 1 ne sort pas à son rang. 

Pour retrancher de ce rombre lous Iles cas dans 
Icsquels la boule 2 sort au 2€ tirage il suffit d'appliquer 


la formule précédente aux 9 autres boules. Il y a donc: 


ac ΟῚ OU) 91:38}. LOUE! 2 RO NES 
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cas dans lesquels aucune des boules 1 ou 2 ne sort à 
son rang. 

De même, si on suppose maintenant que la boule 3 
sort au 3° lirage, la dernière formule appliquée aux 
9 autres boules, monire, que dans cette hypothèse, 
le nombre des cas où 1 et 2 πὸ sortent pas à leurs 
rangs respeclifs est 

OUT 2 ROME: 7] 

11 reste donc 

N = 10] ---2 Χ I1+81—(9!-—-2 X 81 + 71) — 
101—3 X 91 +3 χ 81— 71 cas dans 
lesquels aucune des boules 1, 2 et 3 ne sort à sén rang 

La probabilité cherchée est donc 

LOS RE sel 771 


? je! 


n 


== (),732. 


51. Généralisation. - - En ulilisant le raisonnement 
par récurrence le lecteur calculera aisément la proba- 
bilité P pour qu’en tirant successivement les m boules 
numérolécs contenues dans une urne, aucune de Κα 
d’entre elles, désignées à lPavance, ne sorte au rang 


indiqué par son numéro. 


ml —{ A (ηι----1}} + ΟἹ (m—2)!...+(—1) τῆς (η:----ἸὉ}} 


Ι-.- ------ DRE τ 


m | 
La probabilité de événement contraire 
P=1—P 


cest celle pour qu’au moins une boule sorte à son rang. 


US 
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Dans le cas particulier où m = kon 8 


1 
1 ἘΞ 
P=1-—C,Xx — + On x CUP Χ πὶ 


πὶ (πηι ---- 1) 
CU 
SET! NT MTE PSE EUR "mi 


qui devient de plus en plus voisine de 0,368 lorsque 


m auginenle, 


QUATRIÈME LEGON 
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52. Probabilité d'obtenir k fois face au cours de ἢ 
épreuves. 

Nous avons déjà vu, dans l’étude du jeu de pile ou 
ou face, que si on lançait n fois une pièce de monnaic 
les divers résuliais possibles, présentés sous Ja 
forme d’un groupe de n leltres. 

PPEPFPER: 419 
élaicnt les termes du produit 
ME PTE D PH λυ εἴ ἡ 

Si nous cherchons la probabililé d’avoir k fois face 
οἵ (2 — Κ) fois pile, le nombre des cas favorables sera 
celui des termes du produit (1) qui contiennent X fois 
la lelire F δὲ (μὲ -- K) fois la lettre P ; c’est donc le 


cocMicient du terme 
1Κ Pa—k 


dans le développement de 
(P + PF 
c’est-à-dire (V. n° 41). 


«-.. ............,....... 


ἽΝ AU" 
Mag ki(n—k)l 
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Le nombre des cas possibles étant 22, Ia probabilité 
cherchée est 


ΠΙ Ἰ 
X 


δ = --- -- ----..-.ὄὦςὕ.- τ 
PET tree Di [on 


On remarquera que cette probabilité peut s’écrire : 
πὶ 1 \k 1 πε’ 

τ πε Ὁ ἡπύν.. 

p{ ki(n—k)! à 3) x (5) (2) 


53. Généralisation. — Jiludions le cas où chacune 
des n épreuves donne Heu à dcux alternatives A et B 
de probabilités respectives p el g constantes au cours 
cs n épreuves. 

La probabilité de voir l’événement À, se produire 
x jois aa cours des n épreuves se calculera aiséme:e 
à l’aide es principes des probabililés totales οἱ com- 
posées. 

En effet la probabililé d’obtenir les résullais succes- 
sis représentés par le schéma des πὶ letlres 

ABBAAA .. ABB. (3) 
comprenant k lettres À οἱ (n -— k) lelires B dans un 
ordre délerminé est : 

pr qu—k, (4) 
L'usuite on aura la probabilité totale de X arrivées de 
l'événement À réparties de façon quelconque au cours 


des 1 épreuves cn faisant la somme des icrines (4) 


pour les diverses combinaisons possibles, c’est-à-dire 
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en multipliant icur valeur commune pl χα τ αὶ par leur 


nombre qui est 
ch = πὶ : 
π k1(n —kh)l 
En effel le nombre des groupements de la forme (3) 
est le même que le nombre des combinaisons des 
n lettres 
ἊΝ, As A5. An 
associées Κα à k, chacune de ces combinaisons étant 
compléiée par (na — k) letires B, les Giverses lettres A 
élant placées aux rangs indiqués par leurs indices. 
La probabilité cherchée est donc 


ΠῚ 
(D = — pk qn —k 
pe kim pre 1 (5) 
Remarquons encore que celte probabilité est le 
terme en pF äu développement de : 


GP + 9) = (P + 0) Gp + 4)... (p + 4) =1 
La formule (5) va nous permettre d’éludier comment 
p® varie avec k. 
EÉxaminons d’aburd quelques exemples numériques 
en priant dès maintenant le lecteur de ne pas s’ef- 
frayer des caiculs numériques que semble comporter 


Putilisation de la formule (5). 


b4. Premier exemple. — Si on effectue nr == 100 


épreuves au jeu de pile ou face les probabilités corres- 
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pondant à Z — 0, 10, 20... 90, 100 arrivées de face 
sont d’après la formule (5) : 


| 0,00003 0,00003 
36 0,006 64 0,0016 
38 0,0045 62 0,001 
40 0,0108 60 0,0108 

0,0222 δ 0,0222 
« 56 0.0388 

94 0.0580 

92 0,0736 

οὐ 0,0798 


Les valeurs non inscrites de pa sont inférieures 
à 0,00001 

Ce tableau — qui permet de construire par points 
le graphique n° (1j ΑΥ̓͂. fig. δὴ -— monmire que : 

19 Alnsf qu’on pouvait le prévoir, les résultats sont 


symétriques par rapport à la valeur k = 50, 

2° £a probabilité pŸ devient rapidement très petite 
lorsque Κα s'éloigne de l& valeur 50 qu’on appellera 
valeur moyenne ou valeur probable du nombre d’arrivéces. 


ὅδ. Deuxième exemple. --- On effectue nr = 400 
tirages dans une urne contenant 1 boule blanche ct 
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4 1 4 LE 
4 boules noires (P =, 4 5): La boule tirée 


étant immédialement remise, les probabilités de tirer 


| 
| 
\ 
ni 
| 
“30 na | 
Ear4 
| 
| 


᾿"»--" 
LA αἰ Αἰ = 


ot VU NAIL 21462. 5 το βάξιν. Πισδὶ, δα. 62 :: 4 
+ Τ2.....7γ6.. .8δο...-.. 84.....68......52......96.. - -100 
is 6. 


Æ — 0, 10... 80, 100... 400 fois une boule blanche sont, 


d’après la formule (Ὁ) : 
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Le tableau ci-dessus permet de construire Île 
graphique n° II fig. 6, de même allure générale 
que Ile précédent, mais très légèrement dissymé- 
trique. 

De plus si on remarque que, dans tous les cas, quels 
que soient π, p ct 4 on ἃ toujours 


PO + ΡΩΝ + PU = 1. 


on en conclut que pour chaque graphique fa somme 
des aires des rectangles ayant 1 pour base et les proba- 
bilités successives pour hauteurs, reste toujours Cfale 
à l'unité. Lorsque n devint très grand les probabilités 
successives, c’esit-à-cire les hauteurs des rectangles 
voisins, sont telles que chacune diffère irès peu de la 
précédente ct l'aire totale envisagée plus haut diffère 
peu de Faire comprise entre l’axc des abscisses et la 
courbe continue passant par les points successivement 
construits : courbe qui, en raïson de sa forme, a recu 
lc nom de courbe en cloche. 

Dans les mêmes conditions la probabilité d’amicner 
face un nombre de fois compris, par exemple, entre 
55 et 60 fois (55 « Καὶ - 60) sur 100 épreuves scra 
d’après le principe des prchabilités totales 


- 


PRENONS : δ 
Ι PO Page TT Pico: 


Elle mesurera l'aire 1'olygonalc AA MNP... ΒΒ, 
c’est-à-dire sensiblement l'aire comprise entre 18 
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courbe, l’axc des abscisses et 105 2 ordonnées corres- 
pondant à Καὶ = 55,5 οἵ Καὶ == 60,5 (ν. Τρ. 7). 


56. Comparaison des deux graphiques. 

Moyennant un choix convenable des échelles utili- 
séces l’analogice entre Iles 2 courbes peut êlre rendue 
beaucoup plus frappante. Ayant constaté dans les 
2 cas l’existence d’une probabilité maximum, corrcs- 
pondant à k = 50 dans le 1er exemple οἱ Καὶ «= 80 dans 
le 2°, on peut repérer chaque valeur de Κα par son 
écart à parlir de la valeur correspondant à Ja proba- 
bilité maximum. lnvisagcons, pour chacun des 
2 exemples, les écarts compris entre O0 οἱ 16 par 
exemple. Si on trace les 2 graphiques en utilisant 
les mêmes unités on obtient les 2 arcs 1 et 11 de 
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même allure générale mais bien distincts (v. fig. 8). 

Ccpendant chacun de ces diagrammes peut être 
d’une infinité de façons remplacé par un diagramme 
équivalent obtenu en modifiant arbitrairement les 
échelles qui servent à graduer les axes. 


| 


Lies 


PE 


Fi 


Fig. 8. 


En particulier, on pourra choïsir pour le 2° dia- 
gramme une unité d’ordonnées telle que les sommets 
des 2 courbes soient confondus : pour cela il faudra 


prendre pour le diagramme 11 une unité d’ordonnécs 


ὃ .« . 4 
très sensiblement égale aux F de l’unilé utilisée pour 
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le diagramme I. (En cffet le rapport des ordonnées 


0,0798 ν ὃ 
maximum 0,0499 est très voisin de π᾿ ). 

Dans ces conditions le diagramme 11 devient le 
diagramme III Mais si, d'autre part, on remplace 


maintenant l’unité d’abscisses par une nouvelle unité 
égale aux δι de la précédente — ce qui nous per- 
mettra d’ailleurs de revenir à une unité d’aire équi- 
valente à celle qui correspond au diagramme Τὸ — 
on conslale alors que le diagramme IIT est remplacé 
par le diagramme IV très sensiblement confondu 
avec le diagramme 1. 

Cette parlicularilé se retrouverail si on envisageait 
une autre série de n épreuves correspondant à une 
probabilité conslante p, quels que soient n et p:la 
ressemblance entre les diverses courbes oblenuces 
étant d'autant plus grande que πὶ est grand et que les 
2 probabililés contraires p οὗ q ne sont pas trop voi- 
5105 de ὁ οἱ 1. De plus la dissymélric constatée est 
suffisamment faible pour êlre négligée. 

Ces résultats sont très imporlants car nous avons 
pu constater que le calcul numérique de p& devient 
rapidement très compliqué lorsque n est grand. Or il 
résulte de notre étude que la courbe cn cloche tracée 
pour un exemple parliculier pourra servir à l'étude de 
tout phénomène analogue à condition de savoir quelles 
graduations il faut alors utiliser, Pour cela il suffira 


JR 
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de savoir calculer directement la probabilité maximum 
de 12 noavelle série étudiée. Dans les 2 exemples 


étudiés nous avons constaté qu’elle correspondait à 


1 1 
Kk => ΠΡ (oo 100 X ==, 180 = 400 X =} 
\ 2 5. 
57. Gévéralisation. —- Il est facile de vérificr la 
généralilé de ce résultat. 
Oni a er efîc: 
pa = ΨΥ ΠΥ ΣΤΟΝ k ar —k 
᾿ ki(n—=k! P 1 
G-H 1) - nl k+T on —-k-1 
Ἐπ TR USE Ἰδηππ- & LE AA 
d'où 
Ρ(ΚῈ) Ρ n — k 
CORAN EEE 
On ἃ donc | 
p&+1 => pk) lant que 
n — καὶ 
_ ΣΙ 
go Kk +i 


np — pk => qk + 
np > Kk(p + q) ἘΦ 


KY<SAI DRE \Q 
Dès que k devient supérieur à np —- q, les probabi- 
ἰός vont en décroissant. Il en résulte donc qu’en 
général (np — q n’élant pas un nombre entlicr) si r 
est l’entier défini par : 
J ml np—q<r 
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on aura 
99) «“ php... pu 
et 
po pr) En, 
La probabilité maximum — d’ailleurs petite aïnsi 


qu’on l’a vu dans 105 cxemples précédents — se produit 


donc pour Καὶ = r défini par 
np —q Er <np Ἐρ. 


Si n est très grand et si p n’est pas très voisin de zéro, 
np cst un grand nombre auprès duquel p et q sont 


négligeables. Dans ces condiiions on peut prendre 
ΓΞ ΠΡ 


c’est-à-dire admettre que la probabilité maximum est 
celle pour laquelle les nombres d’arrivées de l'événement 
À et de l'événement contraire sont respectivement propor- 
dionnels à Ὁ et «. 

Ceile probabilité maximum pp), élant déterminée 
on aura le cocfficient qui permet de iransformer les 
échelles du graphique (1) et de l'utiliser pour un nou- 


veau problème. 


58. Cependant le calcul reste compliqué. Il exige 


l'exécution des opérations symbolisées par la formule 


a n! CRE 
Te «--------ς-ς.---. _—7 
Pi PE (n — r)l PES" 
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Pour r = npona 


P= 


n | 
{πρὶ pr P? 97 
car n—r=n—np=n(1—p) = nq. 
Une formule approchéc, très importante, due à 
Stirling οἵ que nous admeltons permet de remplacer 
le très long calcul de n! par la valeur approchée 


(=) x V2rn 


dans laquelle r = 014109... 
2311628424 


(pour la définition du nombre e, lelecteur cest prié de se 


€ 


] 


reporter à « Pour comp. le calcul intégral », n° A9 bis). 


L'erreur absolue € ainsi commise cest très grande 


€ | 
lorsque n est grand, mais l’errcur relalive at est d’au- 


tant plus pelite que πὶ cst plus grand (elle est de 


y 1 
l’ordre @e — TRUE, =) 


Dans ces conditions la probabilité maximum s’écrit 

LPS EN 2Tn ED CT RMENTEX ῬΡΡ κως ΟΝ 
en X (np)? x IN 2m Χ (η4)"}6 X V2zng 
si on se souvient que 


=== 


p + q = 1 οἱ que, d’après les règles du calcul des 
exposants, on ἃ : 


np X eng — enp+ANg == EN (PF) παῖ en 
(np)? X (π4)}"} = np x nn X pAP X 4) = nn X pp X gra 
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——— 
V2rn 1 
πῆρ Χ V2rng ” Varpm 


Si on veut alors se servir du graphique (I) pour fout 


P = - 


autre problème analogue, il suffira de convenir que 


l'ordonnée maximum 0,08 de ce diagramme représente 


1 
la probabilité maximum —;—— relalive au nouveau 
V2rpqn 
problème. Pour que le graphique (1) représente la 
loi de probabilité du nouveau problème il suffit de 


mulliplier les indications de l’échelle des ordonnécs 


1 ᾿ 
ἃ΄-----ςς-ςς---- ct celles de l’échelle des abscisses 


0,08 V 27 pqn 


par 0,08 V2xpqn. 

Pour offcctuer plus aisément ce changement 
d’échelles, nous opércrons de la façon suivanle : soit 
l -- k — np l'écart entre un nombre particulier αὶ 
de tirages favorables el Ie nombre de tirages ayant 
la probabilité maximum. 

Si nous prenons par exemple comme unilé d'écart 


la quantité 
u = ν npq. (1) 


(1) Dans Τ᾽ αἴθ de 1935 nous avions pris u — V2 npq Ἵ 
l'usage qui prévaut aelucllement est de faire & — Vnpq ΠΟ ΟΝ 
à l’aide de celle unilé d'écart que sont construites les tables 
récentes, 
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l'écart absolu, ἱ, sera représenté par le nombre x --. 
appelé écart réduil — tel que 


ee ΘΡΘΙ 


LU Vnpa. 


On lui fera correspondre l’abscisse æ ce qui revient 


à représenter en abscisse le nombre V pan par la 


longueur 1, l’ordonnée maximum étant priscËpour 


lig. 9. 


\ 


origine. Conformément à la double transformation 


envisagée plus haul nous devons, en ordonnées, repré- 


1 
senter le nombre -------- par la longeur 1. 
pan 
Dans ces condilions, lPordonnée maximum: sera 
représentée par la longueur 


1 
V27T 


Nous aurons ainsi un graphique unique (V. fig. 9) 
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s'appliquant — pourvu que le nombre des épreuves 
soit suffisamment grand —- à tous les problèmes de 


cette espèce (graphique n° V). 


59. Utilisation du graphique. -- Pour trouver, à 
l’aide de ce graphique, une valeur approchée de la 
probabilité pour qu’au cours de 400 tirages dans une 
urnc contenant 1 boule blanche οἱ 4 boules noires, 
on sorte 92 fois Ja blanche, il faudra faire les calculs 


suivants : 


| = 


1 
MAO Ἡ ΡΊΞΞΙ ΙΝ ὮΝ ΞΞΞ 
D 
je - 
ι πὸ Ÿnpq = ἃ, 
l'écart envisagé élant 


CARE 9 np τὸ 92 — 80 = 12 


on ἃ 
12 à 
Ce—m-———7 = | «) 
5 ᾿ 
Le graphique montre que pour æ = 1,5 l’ordonnée 
correspondante est y — 0,129 soit la probabilité 
cherchés 
l 0,129 
1" nas -τ "ἘΣ ve Ξ- - 0,016. 
Vpqn 5 


νΝ 


Pour permetllre au lecleur de construire à plus 


srande échelle ce graphique, nous donnerons une 
Î 


FES 
1 


“ὦ 
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table de correspondance entre les abscisses et les 


ordonnées : 


0 0,399 0,301 ! 0,129 
0,05 0,398 0,290 0/20 
0,10 0,397 0,278 0,111 
0,15 0,394 0,266 Ἢ 0,102 
0,20 0,391 0,254 0,094 
0,25 0,387 0,242 ἤν Π: 0,086 
0,30 0,381 0,230 0,079 
0,35 0,375 0.218 ! 0,072 
0,410 0,368 5 0,206 0,066 
0,45 0,360 0,194 9! 0,060 
0,50 0,352 25 0,183 0,054 
0,55 0,343 0,171 ! 0,049 
0,60 0,333 “ἢ 0,160 “* 0,044 
0,65 0,323 0,150 0,040 
0,70 0,312 0,139 0,036 


I y a lieu de faire Ies deux remarques suivantes : 
19 Nous n'avons envisagé que les valeurs absolues 
de l’écart L: ceci lient au fait que le graphique repré- 
sentalif de la loi de probabilité, symétrique lorsque 
Î 
p=q—= 7, reste sensiblement symétrique lorsque 
À 
n élant grand, aucune des probabilités élémentaires 
p ou α n’est voisine de zéro. 
20 Le graphique construit dans un cas déterminé, 
par exemple pour 
L 1l 
n = 1000 D= + = 


2 2 
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est évidemment limité aux valeurs k — Ὁ et k = 
1000, c’est-à-dire qu’à partir de l’ordonnée maximum 
il s'étend en principe jusqu’à 

np - 500 
valeur pour laquelle on ἃ 


500 — 
« = 5 — © — 10 4/10. 


Ν᾿ I 1 
\/1000 x 3 5 


Π ne pourra donc pas servir pour des valeurs de x 


supérieures à 10 10, mais ainsi qu’on l’a constaté 
dans les deux premiers exemples les probabilités 
correspondant à des valeurs de Καὶ lrès éloignées de la 
valeur la plus probable sont tellement petites qu’à 
l'échelle du graphique n° V la courbe se confond 
avec laxe des abscisses pour x = 3. Il ne saurait 
done êlre question de l’uliliser pour de grandes 
Valeurs de x, les probabilités correspondantes pou- 
vant être considérées comme négligeables. 


60. Fréquence. — Dans une série de πὶ épreuves 
où l’événement LE s’est produil Καὶ fois, nous dirons 
que le rapport 

j k 


n 


est la fréquence de cel événement. 
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[! résulte de ce qui précède que la fréquence la plus 


probable est 


La probabilité pour qu'elle se réalise exactement 


Ai 
esl d'ailleurs très petile το, mais la proba- 
V 2r pqn 
bilité d’une fréquence différente de p tend rapi- 


dement vers zéro lorsqu'on s'éloigne de p. 

On voit donc déjà, el nous préciserons cetle notion 
_ plus tard, que si on exécute une série d’un grand 
nombre d'épreuves de probabilité élémentaire p 
constante, la fréquence expérimentale obtenue sera 


vraisemblablement voisine de p. 


61. Probabilité d’une fréquence f. --- De la relation 


[=k-- np πὶ πὰ Vapq 
on Lire 
| e pq 
= ρει — 
n n Î 7 n 
“ °c" « λ΄ Nu #? { Ϊ A Ω 
qui définit l’écart de fréquence 1 — ταν, partir de 


la fréquence la plus probable p. La quantité 1} csl 
aussi appelée écart relatif. 

L'abscisse x correspondante du graphique est déter- 
ininée par 


ἔξ x Vapq 


ÉPREUVES RÉPÉTÉES 73 
ou 
ΘΈΣΙ à pq. 
ΣΑΣ | n 
d’où 
x = [{’ Χ rer d 
pq 


On dira que ε΄ — V Fe est l'unité d'écart des fré- 
quences. 


La probabilité d’un écart de fréquence {9} sera 
encore 


y 
V npq 
y étant l’ordonnée du graphique n° V correspondant 
à l’abscisse 


HN ν n l 
Li ME — F4 mn «-- ---αΟ θἶ----- - 
Pq Vn pq 


CINQUIÈME LEGON 


PROBABILITÉS TOTALES 
DANS LES ÉPREUVES RÉPÉTÉES 


62. Dès que πὶ est grand les probabilités élémentaires 
que nous venons d’apprendre à calculer sont très 
petites ; mais nous verrons dans les applications 
fondamentales du calcul des probabilités (assurances, 
crreurs d’observalion, etc.) que ces probabilités 
élémentaires envisagées individuellement présentent 
peu d’inlérêt. Ceci nous conduil à envisager simul- 
tanément un groupe de valeurs du nombre d’arri- 
vées de l’événement étudié, ces valeurs étant com- 
prises entre deux limites données. 


107 Exemple. — Dans une série de 100 épreuves à 
pile ou face, quelle est la probabilité d’un écart absolu 
inférieur ou égal à 1. 

C’est la probabilité pour que face apparaisse 49, 
50 ou 51 fois, on la désignera par 


(10 51} 
P'on ÿ 
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D’après le principe des probabilités totales, les 
différents cas envisagés étant indépendants, on a : 


(49,01) — 749) _ (50) 1. νη(διγ 
βιοο P100 I P;90 ai P'00 


On peut simplifier le calcul en remarquant que 


100! 160 
(9) = pGD — 
Ε ἈΠΕ ΤΕΙΤΤΕ; x (5 3) 
et que de plus 
pl) 1001 501501 50 
PES Te MELLE OO PIE 7 SL 


La probabilité cherchéc est donc : 


(: r 50 50 100! 1 \100 
1 51) X Hop soi χὰ ἢ 


dont on pourra prendre pour valeur le 

151 1 Le δ 

"ες- κχζ ---Φ-ΞΞΞΞ------------------------ LH?  — :.0), 2 }0. 
2π ΚΞ 400 


2e exemple, -- On joue 400 parties ἃ l’écarté. Quelle 
est la probabililé pour que le roi soit fourné un nombre 
de fois compris entre 50 et 60 (51 - καὶ -< 60). 
1 


7 
π-- 400 ᾿Ξ ΝΣ 4 Ξ τ np = 50, 


Le calcul des 10 termes de la somme 


AY 1 [02] -- fau 
Peu TT Page 400 


serait extrêmement pénible. IL deviendrait véritable- 
ment impossible pour de très grandes valeurs de n. 
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L'ulilisalion du graphique n° V nous permet de 
lrouver une valeur approchée de la probabililé cher- 
chée : l'unité d'écart est 


1 7 - 
U τα /100 X Ἔ X $ = “ἢ V7 — 6,61 environ ; 


les écaris envisagés exprimés en unités d’écarts ont 
respeclivement pour valeurs 
0,151 — 0,502 — 0,453 -— 0,604 — 0,755 
0,906 —. 1,057 -— 1,208 —- 1,359 — 1,51. 
Les ordonnées correspondantes du graphique sont : 
0,39 — 0,38 —- 0,36 — 0,33 —- 0,30 
0,27 --- 0,23 --- 0,19 - 0,16 — 0,13 


La probabilité cherchée est donc : 


1 
A) P= 10,89 -F 0,88: ME 018] 20/41 


puisque chaque ordonnée du graphique représente 


la probabilité correspondante multipliée par u. 


63. Ce procédé deviendra très long à employer 
lorsque Je nombre des ordonnéces à mesurer sera grand. 


L’interprétabon de Ia formule précédente va nous 


conduire À un résullat très simple "0,191 


1 
" 6,61 
étant la différence constante entre 2 valeurs succes- 


sives de x, chaque terme de la somme (1) représente 
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l'aire d'un rectangle 10] que AA'B'B (v. fig. n° 10), 
Punité de surface étant le rectangle ayant pour côtés 
l’unité d’abscisse et l’unité d’ordonnée. 

Le nombre cherché mesure la somme des aires des 
10 rectangles successifs. 


Or cette aire est approximativement égale à l'aire 


Fig. 10. 


du trapèze mixtiligne MM'N'N compris entre la courbe, 
l'axe des abscisses el les deux ordonnées extrêmes 
correspondant aux abscisses æ = 0,075 el æ — 1,585 
qui limitent les rectangles extrêmes. Cette aire peut 
êlre aisément mesurée par de nombreux procédés 
(V. Calcul intégral, 3° leçon). 

De plus, si πὶ esl grand, les bases des rectangles, 


1 
qui ont pour valeur ,Π — seront très petites et 
v npq 


on pourra, en première approximation, se contenter 
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d’évaluer J’aire comprise entre les ordonnées corres- 
pondant aux limites des écarts acceptables (v. 
fig. 11). 

Dans ces conditions, si on désigne par zx’ et x’! 
les valeurs de æ qui correspondent aux écarts ἢ, δ᾿ 


des nombres d’arrivées κ᾽ ct k£’’ limitant l'intervalle 
acceptable et si on désigne par 
Sax, ἢ 
Vaire comprise entre les ordonnées d’abscisses χ᾽ 
et x’’ on pourra écrire irès approximativement 
ἀ!, ) — AT | 
pt ) SAUT: ). 
ce qui permet d’énoncer la règle suivante : 
La probabilité pour que l’écart 1 = Καὶ — np entre 


le nombre Κα d’arrivées d’un événement E de proba- 
bilifé constante p au cours de n épreuves ef la valeur la 
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plus probable np de ce nombre d’arrivées, soit compris 
entre χ' doix et x"! fois l’unüé d’écart 


1 — Vnpq 

tend vers la mesure de l’aire comprise entre la courbe 
en cloche, l’axe des abscisses et les deux ordonnées 
d’abscisses x’ et x’”’ (situées de part el d’autre de l’axe 
de symétrie lorsque x’ et α΄ sont de signes contraires. 

Il est important de remarquer que le résultat ne 
dépend de π et p que pour le calcul des abscisses x! 
el α΄, Lorsque ces valeurs sont calculées, l’évalua- 
ton de l’aire se fait à l’aide d’un graphique unique 
(graphique n° V supposé doublé par symétrie par 
rapport à l’axc des y). 


64. Exemple. — Za probabilité qu'un nouveau-né soil 
un garçon est 0,515. Dans une ville, on enregistre 
10 000 naissances au cours d'une année. Quelle est la 
probabilité pour que le nombre des garçons soit compris 
entre 5 050 οἱ 5 250. 


On a Jp: = 5 400 
κ' --- 5 050 LE 200 
li 100 LE AOÛ 


u -- \/10 000 X 0,515 X 0,485 -- 50 environ 
α' = — 2 α᾽ -Ξῷ:ϑξ [2 
La probabilité cherchée mesure dans les condi- 
tions indiquées le double de l'aire comprise entre 
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l’axe des y et l’ordonnée correspondant à x - 2 

(graphique n° V). Jin mesurant cette aire, soil en la 

décomposant en pelits carrés à l’aide de papier 

quadrillé, soit à Paide d’un planimètre, on trouve 
1. εξ 00 

ΠΥ ἃ 95 chances sur 100 pour que l’écart entre 

2 150 et le nombre des naissances masculines ne 


dépasse pas 100. 


65. Table de probabilités totales. —— Ogive de Galton. 
—— Pour éviter cette mesure de surfaces dans chaque 
problème, considérons la courbe en cloche et dési- 
gnons par f (x') l’aire Lotale comprise entre la courbe 
illimitée vers Ja gauche, l'axe des + et une ordonnée 
particulière æ - x’. 

On aura : 

S (α΄, x) = f(x") — j (ἢ). 

Cette relalion est d’ailleurs la traduction du prin- 
cipe des probabilités totales car { (x) el f (x) repré- 
sentent respectivement les probabilités pour que le 
nombre des événements E soit inférieur à Κ΄ ou Κα 
définis par les formules. 

Kk'= np + x’ Vpan κ'' = np -ἰ- αἱ V/pan. 

Il suffira donc, une fois pour toutes, de dresser un 
tableau des valeurs de la fonction f (x), correspon- 
dant à des valeurs suffisamment voisines de x. 
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in raison de ce qui a élé constaté relativement à la 
courbe en cloche : très voisine de l’axe des abscisses 
lorsqu'on s’éloigne de l’axe de symétrie, l’aire totale 
devant êlre égale à l’unilé, on aura un tableau de 
valeurs de f (x) d’abord très vVoisines de zéro — 
pour x négatif et grand en Valeur absolue — et crois- 
sant sans cesse jusqu’à 1, la portion pratiquement 
utilisable ne dépassant pas l'intervalle — 3 << x - 3. 

Ci-joint un tableau réduit des valeurs de la fonc- 
tion ἢ (x) pour + => 0. 


ῳ Ε : jo) æ Τῷ 


0 0,500 0,8 0,788 1,6 | 0,945 

0,1 0,540 0,9 0,816 1,7 | 0,955 

0,2 0,579 1,0 0,541 1,8 | 0,964 

0,3 0,618 1,1 0,864 1,9 | 0,971 

0,4 0,655 12 0,885 2.0 00077 

0,3 0,692 128 0,903 2,5 [0.994 

0,6 0,726 1,4 0,919 3,0 | 0,9986 
0,7 0,758 1,5 0,933 


Pour les valeurs négatives de x, 1] suffira de 
prendre les compléments à Punité : 
PC δ) A TR) 
1(—- 0,3) = 0,382. 
f(— 1,2) = 0,115. 
Pour Jes valeurs de x ne figurant pas dans le tabicau, 
on l’utilisera comme une table de logarithmes en 
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admettant une variation linéaire de la fonction jf (x) 
dans chacun des intervalles. 

On pourra remplacer ce tableau par un graphique 
(V. fig. n° 12), intéressant en raison de sa forme 
caractéristique, que nous retrouverons dans l'étude 


Ÿ 
du 
ν᾿ 


Fig. 12, — Ogive de Galton. 


graphique cles séries stalisliques. Ce graphique repré- 
sentant les variations de la fonction f (x) est quel- 


quefois nommé courbe en ogive ou ogive de Gallon (1). 
1er Exemple. — (V. n° 62 2° exemple). 


πα τὰ 
Ona ἃ — \/200 X Ἢ X τῇ ΞΞ 6,61 environ. 


(1) GALTON (Francis) 1822-1911, savant angiais. 
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Pour tenir compte du petit nombre d’épreuves 
prenons 
50,5 < k < 60,5 


60,5 — 50 
ΞΕ. pit RM ns ᾿ς 
d’où : 


P = f (1,588) — f (0,075) — 0,94 -— 0,52 — 0,42. 


ur 50,5 — 50 


2° Exemple. — (V. n° 64). 


u — 4/10 000 x 0,515 x 0,485 — 50 environ 
100 100 


d’où 
Ρ ἘΞ (2). - 7. (-Ξ323):Ξ TOITS 70) 
ΞΞ 2 X f(2)—1—2 X 0,978 ----1 — 0,95 


3° Exemple. — Pierre et Paul se proposent de jouer 
800 parties à pile ou face avec une mise de 1 franc à 
chaque partie. Leurs fortunes respectives étant 10 el 
40 francs el le règlement n'ayant lieu qu’après la 8009 
partie, quelle est la probabilité pour que ce règlement 
puisse se faire ? 


Il faut que l’écart entre 400 et le nombre des 


parties gagnées par Pierre soit compris entre — 10 
ct + 40. 
Comme U τα Vpn — 14,14 
x — —,71 Re DV 0 


HAE © 
ue 
* 
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d’où : 
P = (2,81) — f(— 0,71) — 

0,998 -_- 0,240 — 0,76 environ. 
I y a environ 3 chances sur 4 pour que les 2 joueurs 
puissent se quitter sans qu'aucun d'entre eux ail 


contracté de dette vis-à-vis de l’autre. 


66. Ecarts également probables dans plusieurs 
séries d’un même jeu. 

Considérons les 2 problèmes suivants : 

19 On lance 360 2015 un dé à 6 faces, quelle est la 


probabililé d’oblenir le point 6 un nombre de fois k 


(οἰ que 
DD NC ἈΚ 7. 
ἢ 
Ona n — 360 Date js ὙῈ 


u πα 7,05 np — 60 
Pour utiliser la courbe continue, on prendra 
τ Δ} 21. 
ΡΞ ΟΣ IE IC MEME, 5 
d'où : 


54,5 --- 60 ny . 74,5 — 60 
SLT ENS , 7.05 


d’où : 


P = f (2,05) — f (— 0,78) = 0,98 —- 0,22 — 0,76 


20 On lance 36 000 fois un dé, quelle est ἰὰ probua- 


bilité d'obtenir le point 6 Un nombre de fois k tel que 
5 950 L À < 6 140 


On a alors 


u — 70,5 np — 6.000 
0405 — 6000 
x D a πη) π| Per 5 0,72 
6140,5 — 6000 
DUR ET — 
70,9 


d’où : 
P = f(2—f(— 0,72) = 0,74, 
résultat voisin du précédent. 

Il est facile d'expliquer celle particularité. Nous 
avons déjà remarqué (n° 64) que dans ces calculs Πα 
οἱ p n’interbenaient que pour déterminer la valeur 
de l'écart réduit æ correspondant à un écart absolu ἢ : 


Ϊ 


L=—— avec L = Καὶ — np. 
vpqn 
1lzen résulte que si le nombre des épreuves est mul- 


diplié par un nombre quelconque © et Si en même lemps 
on s'impose pour les écarts L des limites nouvelles 
égales aux précédentes mullipliées par Ve, les valeurs 
de x qui interviennent dans la formule 

PISTE RC) 
ne sont pas changées car 

LAN SN 

V pqn ν pq x en 

Οἱ on vblient la rnême probabilité. 
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67. Ecarts considérés en valeur absolue. 

Dans la pratique, il arrive souvent qu’on ne con- 
sidère que la valeur absolue des écarts L D'ailleurs, 
étant données les propriétés de symétrie de la courbe 
en cloche, 11 sera toujours possible d'utiliser unique- 
ment la valeur absolue des écarts. 

Soit à chercher la probabilité pour que Fécart ἃ 
soit inférieur en valeur absolue à 4. 


lo 


Si on pose encore ἄρ τὸ —7——= , Ceci revient à cher- 
ν (PAR 
cher la probabilité pour que 


Cette probabilité — représentée habituellement 


Fig 13 


par la notation 0 (xs) — mesure Faire A’ABPB”, c’est-à- 
dire le double de l’aïre OMBB” (V. fig. 13), on a donc 


θ (x) = 2 [/ (Go) — f (0)] 
θ (to) - 2} (to) — 1 


——— 
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résullat qu’on pouvait encore obtenir en écrivant 


On lrouvera ci-dessous une table de valcurs de la 


fonction 6 (x) et un graphique représentant les varia- 


6 (xo) = 1 (&o) — 1 (— 10) 


= f (to) —- [1 — [ (x): 


TABLE DES VALEURS DE LA FONCTION θ᾽ (x) 


Ὁ | 0 (x) | x | 0 (x) 
0 0 0,28 0,2206 
0,01 0,0080 0,30 0,2358 
0,02 0,0160 0,35 0,2736 
0,03 0,0240 0,49 0,3108 
0,04 0,0318 0,45 0,3472 
0,05 0,0398 0,50 0,3830 
0,06 0,0478 0,55 0,4176 
0,07 0,0558 0,60 0,4514 
0,08 0,0638 0,65 0 ,4844 
0,09 | 0,0718 || 0,70 | 0,5160 
0,16 | 0,0796 | 0,75 | 0,5468 
0,12 0,0956 0,80 0,5762 
0,14 0,1114 0,85 0,6046 
0,10 0,127 0,90 0,6318 
0,18 0,1428 0,95 0,6578 
0,20 0,1986 1,00 0,6826 
0,22 | 0,1742 || 1,05 | 0,7062 
0,24 0,1896 1,10 0, 7280 
0,26 0,2052 1.10 0,7498 


tions de cette fonction qui Lend très rapidement 


T | 0 (x) 
1,20 | 0,7698 
1,25 | 0,7888 
1,30 | 0,8064 
13507 01048230 
1,40 | 0,8384 
1,45 | 0,8530 
1,50 | 0,8664 
1,60 | 0,890 
1,70 | 0,9108 
1,80 | 0,9282 
1,90 | 0,9426 
2,00 | 0,9546 
2,20. | 0,9722 
2,40 0,9836 
2,60 0,9906 
2,80 0,9948 
3, (10 0,99730 
3,50 | 0,999535 


vers 1 lorsque x augmente (V. fig. 14). 


FÉRIGNAC et MonicE. — Probabilités. 


3 
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68. Ecart probable. 
On donne ce nom à l’écart ἱ qui a une chance sur 2 
de n'être pas dépassé en valeur absolue. L'écart 


réduit corresponcant x, est tel que 


1 
0 (x) — > 


Graphique N° VI 


Fig. 14 — Fonction 0 (x). 


ce qui donne en unités d'écart 
æ, = 0,67 environ 


Par exemple sur 10 000 naissances enregistrées, 


la probabilité qu’un nouveau-né soit un garer dant 
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p = 0,515 (NV. n° 64); il y ἃ une chance sur deux 
pour que le nombre des garçons soit compris entre 
5.150 — 0,67 x 50 et 5.150 + 0,67 x 50 


c’est-à-dire entre 
5.116 ct 5.184 


. chance L pour qu’il soit Sri ἃ 5.184. 
14 chance sur 4 r qu’il t supérieur à 5.184 


69. Ecarts également probables. 

Plus généralement, si on se donne à l’avance la 
probabilité O (x), q’un écart ne soil pas dépassé 
en Valeur absolue, la table donne sa valeur x en unités 
d'écart. Dans chaque cas envisagé, on en déduit 


l’amplilude ἰ de l’écart. 


[= x ν pan. 
ΤΠ en résulte donc que pour plusieurs séries de par- 
lics d’un même jeu, les écarts qui ont égale probabi- 
lité Ace n’êlre pas dépassés sont proportionnels aux 


racines carrées des nombres de parties. 


70. Utilisation des tables de la fonction ( (x). 

Ces lables permettront de résoudre Lrès simplement 
tous les problèmes analogues à ceux que nous avons 
déjà éludiés. Il sera commode de procéder chaque 


fois de la façon suivante : on calculera d’abord l’unité 


d’écarl 'u — νη pg ct on exprimera les valeurs 
extrêmes des écarls envisagés en unités d’écart 
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Soient x’ et x’’ les valeurs trouvées. Sur un axe orienté 
dont l’origine Ὁ représente la valeur la plus pro- 
bable np, on marquera les points M’, ΜΠ d’ahscisses x’ 
ct x’. Dans tous les cas, les probabililés correspon- 
dant aux diverses zones ainsi limilées seront définies 
par le schéma suivant (V. fig. 15). 


Δ" Fan X 
ee 
M’ O Μ᾽ 
me el LS 7 


30-0757) 


RATÉ NON AU 
HD Gta) jai) 


Fig. 15. 


Envisagcons divers cxemples : 

19 La probabilité de décès dans l’année d’un 
Sofdat de vingt ans esl 0,008. On incorpore 100 000 
recrues, quelle est la probabilité pour que le nombre 
des décès dépasse 850. On a 


u — V/100 000 X 0,008 x 0,992 — 28 environ 
850 — 800 
AN EE: 28 


d’où = 13 70 


10: 
Ρ τ [1—0(1,78)] — 0,038. 


29 Voir n° 65 (89 exemple). 
On a trouvé 


— 0,71 << 7 << 2,84 (V. fig. 16) 
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| 1 | 1 
3 δ "- ) LE ΠΕ ἢΝΨ = θα 
our. Ρ-Ξ: ᾽ θ (2,84) D 0 (0,71) 
1 ἂν -, 
— -- [0,995 + 0,521] = 0,758. 


Ca + em ζω. 
-0,71 ὁ 2,84 { 


Fig. 16. 


30 On joue 400 parties à l’écarté, quelle est la pro- 
babilité de tourner le roi un nombre de fois compris 


chtre 55 οἱ 65 


AN A 7 
np = 50 u = 4/400 x + x π -- 6,61 


x = 0,75 2" = 2,25 (V. fig. 17). 


PS EE 1 A Hi ω; 
© Ü, "ἢ ] 2,25 
Fig. 17. 
0(2,25)— 0 (0,75) 1 
3 3 Ϊ LA » 
ρ- RS = τ 10,976 --- 0,546] 
τ | 


πεν 215. 
71. Théorème de Bernouli (1). 
Cherchons la probabilité pour qu’au cours de n 
épreuves, la fréquence observée 
k 
f=— 


(1) BerNouLzt, Jacques (1654-1705). Professeur à 'Univer- 
sité de Bâle. 
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diffère de la probabilité consianie p d’une quantité 
supéricure à un nombre a donné à l’avance, c’est-à- 
dire pour que 

Le APE 
ou, ce qui revient au même, en multipliant par n οἱ 


remarquant que 


cherchons la probabilité pour que 
[k — npij > πα, 


D'après ce qui précède, ceci revient à chercher la 
probabilité d’un écart réduit x supérieur en valeur 


absolue à 


Or dans cette expression «, p, 4 étant fixes, si 
n devient irès grand, il en scra de même de x, donc 
0 (19) scra très voisin de 1 οἵ la probabilité cherchée 
qui ἃ pour valeur 

1 — θ (x) à 
tendra vers zéro lorsque πὶ augmentera. 

De Ἰὰ résullce le théorème de Bernoulli qu’on peut 
énoncer ainsi : 

Si dans chaque épreuve d’une série un événement E 
ἃ une probabilité constante p de se produire, la proba- 
bililé pour que la fréquence observée ! s’écarte de la 


probabilité p d’une quantité supérieure à un nombre 
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donné α, tend vers zéro lorsque le nombre des épreuves 
augmente indéfiniment. 

Lorsque le nombre αὶ des événements favorables 
est voisin de np, le nombre des événements défavo- 
rables est voisin de n — np = n (1 — p) — ng;le 
rapport des 2 nombres est veïsin de 


δ 1j LFB 


εἶ q 
on peut donc encore dire : 
Etant donné un nombre e aussi petit qu’on voudi«., 


la probabilité pour que la différence entre le rapport 


F 


ζ ) 
RENE et le rapport théorique τ soit supérieure 


en valeur absolue à e end vers zéro lorsque le nornbre n 


observé 


des épreuves augmente indéfiniment. 


72. L'exemple suivant nous précisera le sens ce 
ces énoncés ! 
Combien faut-il tenter d'épreuves au jeu de pile ou 


face pour avoir au moins 9 chances sur 10 de trouver 


une fréquence qui difjère de la probabilité ἐν de moins 
de 0,01 ? 

11 suffira de délermiuer le ΠΟΙ το n d'épreuves (el 
que la probabilité d’une fréquence comprise entire 0,49 
οἱ 0,51 soit égale à 0,9 pour avoir une limile infé- 
rieurc du nombre d’épreuves répondant à la question. 


Ceci revient à chercher la valeur de n pour laauell : 
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la probabililé d’un écart réduit inférieur en valeur 


absolue à 
0,01 "“-- 
ἘΞ Vn 
Hi ÿ& 1 
2 2 


est égale à 0,9. 
Or pour @ (x) = 0,9, la table donne 


x — 1,64 environ. 


D'où : 64 τς x Vn 
τὶν 
-- 1 
Vn -- 1,64 χ = Χ 100 -- 82. 


I faudra donc jouer au moins 6 700 parties pour 
avoir 9 chances sur 10 de lrouver une fréquencé 
comprise entre 0,49 et 0,51; 

On trouverait de même qu’il faut jouer plus de 
1 600 000 parties pour avoir 99 chances sur 100 de 
trouver une fréquence comprise entre 0,499 et 0,501. 

Ces chiffres justifient le nom de loi des grands 
nombres donné souvent au {héorème de Bernoulli οἱ 
mohtrerit que la délerminalioh expérimentale d’une 
probabilité constante exige la possibilité d’un grand 
nombre d’observations Qu phéhomèëiüe étudié, pour 
qu'on puisse accotcer quelque corfiance aux nembres 
lrouvés ; celle confiance étant précisément mesurée par 
l'erreur qu'on a une probabilité délerminée de ne pas 
dépasser : 99 chances sur 100 par exemple. 


SIXIÈME LEÇON 


LA FORMULE DE LAPLACE-GAUSS 


74. Nous nous proposons, dans cette leçon, de jus- 
tifier en toute généralité, les résultats obtenus dans 
les deux précédentes leçons en partant de la com- 
paraison de deux séries d'épreuves. 

Les calculs qui suivent ne présenteront pas de 
difficullés pour le Ilecieur qui a déjà ln attentives 
ment les ouvrages de cette collection relatifs au calcul 
intégral el au calcul différentiel. Néanmoins, on pouffa 
en première lecture négliger celie leçon, sous réserve 
d’admetlre par la suile Iles conclusions précédentes qui 


seront seules utilisées dans Iles leçons qui suivront. 


75. — Nous avons vu (V. n° 53) que la probabilité 
d’observer Καὶ lois, au cours de πὶ épreuves idéntiques, 
l’arrivée d’un événement E ayant, dans chaque 
épreuve isolée, une probabilité de réalisation cons- 
tante p était 


AK) πὶ . 
FRET IEEE () 
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Pour de granues vaicurs de n cette formule exige 
des calculs pénibles que nous évitcrons en cherchant 
une valeur approchée mais plus simple de P. 

Pour cela nous utiliserons la /ormule de Stirling 
(V. n° 58) et en posant 

n—k—=R 


pour simplifier ics notations, nous aurons 


nr \/2 ENS Ξ X qh 


Ph) = oies 
en x kÂ k Vaxk x hi \/2 τῇ 
Or eh x eh = ehth = pn 
d'où : 
A) n° ν il h 


Ve x un x Var 
en remarquant que 
n? = nk+th -- n' ».4 π᾿" 
il vient ΗΝ, 
ΡΟ) ςς sai) { a) K LIN 


FUN UNE KR DR 


En vue de grouper les termes variables, c'est-à-dire 


ceux qui dépendent de Κ et ἡ, on peut encore écrire 


Ῥ'᾿. ὡς 2e) πη. ἢ Χ np x ce X OR TAES 
n k ἢ ) k \ ἢ V2rnpq 


d’où : 
1 ILE n 
log PE = TS log 2xnpq + C “y 3) log — 


1 
ἀρ} 2) ἴος “τς. (2) 


| de À - . κι» ! LAN ΎΥ ἂς ar 2 LE. LE NT RATES 
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Mais les 2 variables Καὶ et h ne sont pas indépendantes 
et peuvent s’exprimer toutes deux en fonction de 
Pécart { entre le nombre d’arrivées k et le nombre 
le plus probable np (V. n° 57). 

Ponr cela posons 


d'où h=n—-k=n—np --τἰ τὰ ΠΗ --- ἢ, 


Nous avons alors à calculer les 2 quantités 


1 n R 1 n 
(x | 5) log np τ Ι , (μ -Ὦ- 5) 105 ‘nq ἢ: 


OU CHCOTC 


Dane αὐ ητὴ 1 
πὰ “Ἢ 3) 98 | 1 + a) — | ἢ + 5) lo AVS CR 


en remarquant qu 


In np —- Î 
los Δα ΚΕ} ὙΝ. = — log ris = — log (14 : an Fr) 


nn 


, 
Si on uiilise Îles logarithmes népériens (V. calcul 
intégral, n°8 49 et 80) on a 


(er tme(se 0) - 


À LA PB " 
Gr à 5) np np À Snip ἫΝ 


les lerincs successifs devenant très pelits si np cst 


grand par rapport à ἐ ( ne suffit pas que πὶ soit 


᾿ 
Ὗ 
" 
) 
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En effectuant les calculs, on trouve 
l [3 ͵" F 
ἘΠ Ξ ΞΕ Ξ-- το fu) ν πῷ 29 
2np 2np 4 ri p 6 n° p° 


-φῷ 


En effectuant le même calcul pour 


1 l 
(ng— L + +) log (: — 7) 


on aura finalement en tenant compte de 


RU ἡ} 51 
ΙΑ 1 
log pô = — τς log 2rnpq 
PE UT DENT EE 
2npq ‘  6Gn?p?q° 2npq 


Ρ et q étant des nombres fixes différents de zéro, le 
terme prépondérant du. développement de la 2° ligne 


est le terme . À condilion que r reste srand 


P 
2npq 
par rapport à [δ on peut se contetiter de la formule 
approchée 

log PA -z — Σ 10g 2x npq — ET 
équivalente à 


1 EP: | 
p() JE © δ᾽ ὑπρῃ (3) 


si on utilise la convention classique des exposants 
négalifs ou fraclionnaires : ea est, quel que soit « 
le nombre dont le logaritHinhe néperien (V. Calcul 
intégral, n° 49 bis) est égal à «. 
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76. Loi de Laplace-Gauss. — La formule précédente 
nous conduit à la règle ou loi limite de Laplace-Gauss (1) 
A' condilion que le nombre ἢ des épreuves soit grand, 
que ἢ ou q ne soient pas trop voisins de zéro et que n* 
reste grand par rapport à 18, la probabilité d’un nombre 


d’arrivées Kk caractérisé par un écart 


1 = Κα --- np 
a sensiblement pour valeur 
1 ΨῈ ἢ 
P == TE — C ὩΉΡΩ 9 
ν' ΦπΠΡῃ 
Exemple. -- Πγοραῤὶ ό de tirer 100 boules blanches 


sur 400 tirages dans une urne contenant 1 blanche et 
4 noires (la boule tirée étant remise à chaque fois). 

19 Calçul direct 
400! / 4 \ 100 L'4 Fe 


Ῥ = 061 3001 (5 Vu) 


20 En utilisant Ja formule (3) dans laquelle 


n = 400 ἰ — 100 — 80 = 20 


on ἃ 
1 a 400 | 
P = A te DONS ve ἤδιὴν e 2 x 400 X εχξ 
V 2m X 400 X — ΧΡ 
J J 
il see 
me + X rx € 8 = 0,002. 
ὃ V2r 


(1) LaAPLACE (1749-1827), savant français. 
Gauss (1777-1855), mathématicien allemand. 


vd # 


ER, FT ας 
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77. Courbe en cloche. 

Pour chaque système particulier de vileurs de n 
et p la formule (3) définit une fonction de la variable ἐ 
dont la courbe rcprésentaliive sera de la forme ci- 
dessous (fig. n° 18) déjà rencontrée dans les exemples 
trailés aux n°5 54 οἱ 55. 


Cette courhe qui admet la droite OP comme axe 


Fig. 18. — Courbe en cloche de Gauss. 


de symétrie, puisque la fonction ne dépend que de P, 
est appelée courbe en cloche de Gauss. On dit qu'elle 


représente la loi normale de répartition des écarts. 


78. Probabilité pour que le nombre d’arrivées soit 
ccmryris dans un Intervalle donné. 


Soicnt k, et Κα les limites de cet intervalle. Posons 


h = Κὰὶ — np ἰς = Ko — ΠΡ 
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et désignons par Pr 2) Ja probabilité cherchée. On 
aura (V. n° 13). 

pi) ΚΓ aire ΑΔ’ ΒΒ. 
Cette probabililé (V. calcul intégral, 179 leçon) 


sera donc représentée par l'intégrale 


la 1 Re 
va ------- € Snpq dl (4) 
LE A lea TT 


L'utilisation d’une mélhode classique du calcul 
intégral (V. Calcul intégral, n°5 41 οἵ 62) permet de 


transformer l'expression (4) οἱ de retrouver les sim- 
plilications dues aux changements d’cchelles uti- 
lisés dans la précédente leçon. 

Posons 


d’où 

AUTRE Vapq 
et soient x, οἱ x, les valeurs de Ja nouvelle variable 
correspondant respeclivement à L et 4. (c’est-à-dire 
les mesures de L el Z en unilés d'écart). On aura 


1(k κα T2 1 ra SEXE. 
EN EE CRUE LR 
#1 V2nnpq 


1 æ2 «3 
= πΞΩΞΕΙΣ f. Ce «JE dx (5) 
V2 τ … T1 


Il est essentiel de remarquer que la ‘fonction 


τὰ : : Ξ 
y = 6e — sur laquelle porte le caleul ne dépend pas 


1 
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de n ni de p qui n’interviennent que dans la déter- 


minalion des limites x, et x. 


79. La fonction 6 (x). 

En particulier la probabilité d’un écart inférieur 
en valeur absolue à x, unités d'écart, c’est-à-dire 
compris entre 


— Lo Vnpq et ES Vnpq 
sera 
1 f+ x LE xè 
Pr Te 6 PTE, 
V DT  —+u 
c’est-à-dire, en raison de Ia symétrie de la courbe 
2 20  _ 2 dx. (6) 
P — ἘΞΞ- ΞΞ € 9 
l £ 
v2r## 


C’est la valeur pour æ - ἃρ de Ia fonction 


À æ __ 2 dr. 
0 (x) ra V2 εἶ € ῳ 
τὸ * 


On on a calculé des tables très délaillées dont 
un exlrail a élé donné au n° 67. 
On remarquera que la fonction 


Î æ? 
y= 6. 
v2r 
οδὶ définie pour toutes les valeurs de x, de --- © à 


+ οὐ, alors que dans chaque cas particulier, 16 nombre 


des épreuves élant fini, il n’en est évidemment pas 
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de même de la valeur des écarts. Mais étant donnée 
la décroissance très rapide de la fonction, l’erreur due 
à la considéralion des branches infinies de la courbe 
est négligeable. Ainsi la portion d’aire extérieure à 


l'intervalle (—-3, +- 3) ne représente que ἘΞ environ, 
l’aire totale étant égale à l’unité. On démontré en 
effect que 
1 F200 “ἢ 
Ἐπ Ξε: ἘΡΡ ΜΠ ΠΣ. LE ὁ. 
V2T - — © 
80. — Il y ἃ lieu aussi de remarquer — nous admet- 
trons ce résullat — que la loi de répartilion des écarts 
réduils définie par la formule (5) s'applique encore 
lorsque les ἢ lirages, au lieu d’être effectués dans 
une urne tunique, ont été partagés en plusicurs 
groupes 
πὼς, δ πὶ 

par exemple, effeclués respectivement dans 3 urnes 


de probabilités conslantes 


Pis ὧι Pas a Pas ἡ 
On démontre dans ce cas que la formule (5) est 
encore valable à condilion que les écarts à partir de 
la valeur la plus probable 
M Pi  PaPs | Ps 


soicnt mesurés à l’aide de l'unité 


7. VA pit + Poe À NsPsu 


l'ÉRIGNAC ct MORICE. — Probubilités. 8 


FT 


de. ne mms” 
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Exemple. — 19 On fait 800 tirages dans une urne 
contenant autant de boules blanches que de noires 
(= SN D ΞΞ τ ΞΞ 2: 

La valeur la plus prebable Gu nombre Ge boules 


blanches cx'railes est 
1 


L'unité d'écart a pour valeur 
Ι ; 
800 Χ X Nu 14 environ. 


c’es'"-à-Cire (V. able ce la fonction 0) qu'il y a 68 


No | = 


chances sur 100 pour que le nombre des boules blanches 
soil ccmpris entre 386 οἱ 414. 

29 On fail 100 tirages dans une urne contenant 3 
fois plus de blanches que de noires et A00 tirages dans 


une 2° urne contenant 3 fois plus de noires que de 
blanches. 
J 1 
πι ται 400 = ἢ, p, — Film Ja Pa — ANT Qi 
La valeur la plus probable du nombre de boules 
blanches extrailes est encore 
3 1 


# 


mais l’unilé d'écart a pour valeur 


1% ἢ 
V6 12. 


A LE 
/400 x 2 x + 400 x + X 


ÏLA FORMULE DETLAPLACE-GAUSS 105 


Dans ce 22 cas, il y a 68 chances sur 100 pour que 
le nombre des boules blanches soit compris entre 
388 οἱ 412, on dira que le 29 groupe d’épreuves pré- 


sente une dispersion plus faible que le premier. 


SEPTIÈME LEÇON 


LA LOI DE LAPLACE-GAUSS 
ET L'EXPÉRIENCE 


81. —— Il ne faut pas oublier que les raïisonnements 
précédents supposent : 

19 Que le nombre des épreuves cest érès grand ; 

29 Que les probabilités à priori qui ont servi de 
base à notre étude sont parfaitement déterminées 
ct restent constantes au cours des épreuves ; 

39 Qu’enfin une probabilité n’est pas une cerli- 
tude et que l'événement qui ἃ 9 chances sur 10 de 
se produire ne se produira pas forcément 900 fois 
sur 1 000 épreuves. 

Ces remarques étant faites nous retiendrons comme 
conséquence importante des Iceçons précédentes que 
si on exécute un grand nombre d’épreuves, l'événement 
considéré comme favorable se produit avec une 
jréquence voisine de sa probabilité, et qu’on peut par 
conséquent déterminer une valeur approchée de cette 
probabilité en calculant le rapport du nombre des 


cas où il s’est produit au nombre tolal des épreuves. 
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82. Etude expérimentale de la répartition des écarts. 
— Pour vérifier la loi de répariilion des écarts dans 
le jeu de pile ou face, on pourrait par exemple cxé- 
culer 1 000 séries de 100 épreuves ct noter combien 
de séries ont donné 

0 AM 22.149,60," 99,100. 
[οἷς face. , 

Si par cxemple on trouve K -ῷ 59 séries ayant 
donné 53 faces el 47 piles, on en déduira que la valeur 
expérimentale dc la probabilité pour que face sc pré- 
senic 53 fois sur 100 épreuves est 

59 


degli à τ΄ 
PTE our Ines 


Alors que la valeur théorique cst 


1001 ΄: οὐ ὰ 
SlA47T ΠΝ Ἢ 


De ce désaccord particulier, doit-on conclure que 


Ja pièce n’est pas symétrique, ou que les conditions 
de l’expérience sont mauvaises ? Non, car une fré- 


[1 


quence expérimentale peut toujours s'écarter plus 
ou moins de Ja probabitilé qu'elle veut mesurer ct 
pour qu’elle ait beaucoup de chances d’être très 
voisine de cette probabilité il faut que le nombre 
d'expériences (1 000 dans cet exemple) soit très 
grand. 


Il ve faut donc pas s’élonner à priori des différences 
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trouvées, mais cxaminer si dans l’ensemble la courbe 
tracée en prenant pour abscisses les écarts cxprimés 


à l’aide de l’unité d’écart 


Lu 
Ι 
μὰ 
æ) 
© 

Χ 
| 
X 
| 
ba 


et pour ordonnées correspondantes les fréquences 


observées multipliées par l’unité d’écart esl voisine Ὁ 


de la courbe normale (graphique n° Δ). 

Mais une pareille étude ne scrait que la vérification 
dans des conditions fort imparfailcs (nombre des 
épreuves insuffisant aussi bien que le nombre des 
sérics, défauts systématiques du mécanisme de véri- 
ficalion...) d’un résultat établi à l’aide d’un raison- 
nement rigoureux sous réserve que les conditions 
envisagées soient respectées. 

De plus, en admettant que les nombres d’épreuves 
et dc séries soient assez grands, Ie procédé de véri- 
fication envisagé exige qu’on mesure Îles écarts en 


unilés d'écart, c’est-à-dire qu’on connaisse la proba- 


1 
à nécessaire, d’abord pour calculcr la valeur 
-“- 


hilité p -- 
1 

la plus probable np τ 100 X -- = 950 du nombre 

d’arrivées, ensuite pour calculer FPunité d’écart 


V npq= 5 


Ces diverses conditions qu’on peut considérer comme 
sensiblement réalisées dans l’étude expérimentale 
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d’un jeu de hasard — par exemple l’arrivée d’un 
numéro pair à la roulette — ne ἴα sont plus dans un 
autre domaine pæiiculèrement important du calcul 
des probabilités où il s’agit précisément : 1° de cons- 
later l’exislence d’une probabilité constante ; 2° d’en 


déterminer expérimentalement une valeur approchée. 


83. Les statistiques. — 1l arrive souvent, en effet, 
en statistique qu’on soït amené ἃ calculer la fréquence 
d’un événement déterminé E au cours de diverses 
séries «d'expériences variables soit dans 165 iemps 
soit dans l’espace, c’est-à-dire le rapport f = " du 
nombre k des arrivées de l’événernent E au nombre 
total n des cas où il aurail pu se produire. 

Pour que les diverses jJréquences mesurées 


Eu παν δον = us de 
/1 πῇ Κα τὸ 


βοΐοηΐ déterminées avec la mênic précision, suppo- 


sons qu’on ail 
I = I == ...re == rt 


Dans ces conditions si les diverses valeurs trouvées 


Jatle set 
se groupent autour Ge la moyenne générale 
RL Ηρ κι 
nm - Ta —- “«.. 


de façon ἃ peu près symétrique, les valeurs voisines 


étant plus nombreuses que les valeurs éloignées, on 
L 
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pourra se demander si tout ne se passe pas comme 
s’il existait une probahiïlité constante d'arrivée de 
l'événement considéré, cette probabilité étant me- 
surée par le rapport Fa 

Ce résuliat intéresse le statisticien non seulement 
pour le passé mais surtout pour l'avenir, car s’il 
constate que l’arrivée de l’événement envisagé s’est 
présentée dans les cas étudiés comme la sortie d’une 
boule dans une urne de composition connue il en 
concluera qu’il en sera vraisemhlablement de même 
pendant les années qui vont suivre et pourra 56 servir 
du calcul des probabilités non pas pour prévoir à 
coup sûr l’arrivée de l’événement E dans l'avenir, 
mais pour connaître le nombre probable des arrivées 
et Ja confiance qu’on peut accorder ἃ ce nombre, 
confiance qui pourra être mesurée par l’écarl qui a 
99 chances sur 100, ou 999 chances sur 1 000... de 
ne pas être dépassé. 


84. Cherchons comment on pourra reconnaître 
l'existence d'une pareïlle probabilité ? Si on suppose 
que cette probabilité existe et a pour valeur p = F, 
le nombre.le plus probable des arrivées de Févéne- 
ment E dans une série sera nf et l'unité de mesure 


des écarts entre ce nombre n£' et les nombres cxpéri- 
mentaux Κχ ks.... sera 


u = ν΄ ΠΕ -- EF, 
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Soit s le nombre total des séries de n épreuves, 
αι le nombre de celles qui ont donné la fréquence ἡ» 
c’est-à-dire Καὶ arrivées de l’événement Ἐς 

Dans ces conditions les nombres 


ἰὰ ---- nf 


ἘΝ ΝΝδΝ F2 5: ef 
ὦ U 


devraient être assimilables aux abscisses de notre 
courbe en cloche, les ordonnées correspondantes 


étant les probahitités expérimentales multipliées par 


l'unité d’écart, c’est-à-dire les nombres 


a 
EEE. 7e 
$ 


ainsi qu'il résulte du graphique n° V. 


Mais une difficulté nouvelle va se présenter due au 
dy À 
fait que les nombres tels que TT ne peuvent renseigner 


sur la loi de répartilion des nombres d’arrivées X 
ΚΣ, tous compris entre o ct n qu’à la condition que 5 


soit grand. 


85. Etude d’une statistique. — Cette dernière 
conclilion sera cn général bicn Join d’être satis- 
faite dans les problèmes réels de la statistique ainsi 
que va nous le montrer Fl’exemple suivant relalif 
à la répartition des nouveaux-nés ΟἹ garço.s et 
filles. 


/ 
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Pour 26 années consécutives la fréquence annuclie 


f es garçons parmi les nouveau-nés a été 


0,5164 0,5140 0,5138 
0,5166 0,5150 0,5144 
0,5150 0,5149 0,5157 
0,5157 0,5140 0,5132 
0,5151 0,5145 0,516 
0,5156 0,5148 0,5151 
0,5159 0,5147 0,5150 
0,5155 0,5152 0,5147 
0,5161 0,5145 


le nombre moyen des naissances annuelles étant 
734 449 dont 378 241 garçons. 
On ἃ donc dans le cas actuel 


5. = 26 n = 734 449 
et la fréquence moycsnne cs: 
378 211 
τὸ a = 0,5150. 
Ft ee 249 en PL 


On constale que les diverses fréqüences observées se 
sroupent autour de la valeur moyenne F = 0,5150 de 
façon à peu près symétrique (3 des valeurs sont égales 
à Εἰ 11 sont supérieures, 12 sont inférieures) ct que 


les petits écaris sont plus nombreux que les grands : 


10 sont compris entre Ὁ οἱ 3 dix-millièmes 


8 « 4 οἱ 7 
4 « 8 et 11 
2 α 12 οἱ 15 


2 sont supérieurs à 15. 
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Maïs la pelitesse de s — 26 ne permet pas d’étudier 
la répartition des fréquences autour de la valeur 
moyenne. Il serait ridicule de dire que la probabilité 
de la fréquence ἢ — 0,5158 est nulle sous prétexte 
que cette valeur ne s’est présentée aucune fois sur 26. 

Π est donc impossible de comparer directement 
notre réparlition de fréquences à la courbe en cloche. 

En admettant même que l’on puisse sans inconvé- 
nient faire disparaître la difficukté en remplaçant 
nos 26 séries de 734 419 épreuves par 26 X 700 — 
18 200 sérics de 1049 épreuves indépendantes (en 
prenant par exemple les naissances par groupes suc- 
cessifs de 1049 dans l’ordre des naissances) on se 
heurtcrait alors à l’énorme difficulté matéricile de 


calculs poriant sur 18 200 nombres. 


86. Essayons de Lrouver un autre procécié en uti- 
lisant les probabilités tolaies, ce qui nous permettra 
à chaque fois de tenir compte des résultats de plu- 
sicurs années. 

Aux 26 fréquences expérimentales obtenues cor- 


respondent les écarts suivants (exprimés cn dix- 


millièmes) 
NA — 10 “12 
+ 16 0 -- 6 
0 mL + 7 
+ 7 — 10 -- 18 
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ΠῚ — ἢ -- 4 
+ 6 — 2 + 1 
+ 9 — 3 0 
+ 95 + 2 — 3 
+ 11 — 5 


Si, en raison de la symétrie déjà constatée, on ne 
tient compte que de la valeur absolue de ces écarts, 
on pourra obtenir une valeur approchée de la proba- 
bilité d’un écart compris en valeur absolue entre 0 


16 
et-6 par exemple en prenant 16 rapport ἜΣ —"10, 08 


du nombre des écarts compris entre Ὁ ct Ὁ au nombre 
tolal des écarts mesurés. 

Si nous faisons ce calcul pour les écarts compris 
entre o ct «, par exemple pour les valeurs 
x = 2,4,0..... 18 dix-miliièmes, nous aurons ic tableau 
suivant : 


a (en 
dix-millièmes) 


a == nombre | 
des écarts 5811] 10] 1ὃ 
inféricurs ἃ z 


———" | —|— CAT ee F 
jo. 0,4210,62/0,69 0,$1:0,8910,92 0,90] 1 


ΞΘ LEO LASS MER 


= 
om 


Ces éléments nous suffisent pour tracer la courbe 
des probabilités totales correspondant aux nombres 
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bn at 7201 


expérimentaux et examiner son allure générale mais 
si nous voulons la comparer à la courbe normale 


(V. n° 67) il faut.exprimer les écarts en unités d’écarts. 
Or, si la probabilité constante envisagée exisle οἵ ᾿ 
est égale ἃ F, l’unité d'écart des fréquences est (V. J 
n°6 19" | 

ut - (1 ---- τὸ "ἢ /0,515 X 0,185 LRU MS | 
n V 734449 A DE | 

Ἧ 

| 


Fig. 19. — Taux de masculinité. 


Aux valeurs envisagées de αἱ (cxprimées en dix-mil- ot 


φ" . Π œ 
liémes) correspondent Iles abscisses ἃ τῷ ἜΤ 1 ct la ἢ 
11 


table de la fonclion 0 (x) nous donne les probabililés 


Lhéoriques correspondant aux 9 valeurs de ἃ, soil: 
P10,2710,51 0,70 [0,83 [0,91 10,96 10,98 | 0,99 [0,998 


Le graphique ci-dessus (V. fig. n° 10) montre que les 
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probabilités expérimentales P, se comportent sen- 
siblemeut comme les nombres théoriques P, d’ailleurs 
le petit nombre des séries éludiés : 26, ne permet 
pas d’obtenir une grande précision sur la loi de répar- 
tition des nombres a, représentée par un graphique 
irrégulier. 

On remarquera cependani que tous les nombres P, 
(sauf le premier) sont inférieurs aux nombres P cor- 
respondantls, c’est-à-dire que les fréquences expéri- 
mentales f se répariissent aulour de la fréquence 
moyenne Εἰ = 0,5150 de façon un peu moins serrée 
que si on pouvait assimiler Ja naïssance d’un garçon 
au lirage d’une boule blanche dans une urne conte- 
nant 515 blanches et 485 noires. 


87. Cette comparaison pe suifit pas pour conclure. 

Un accord même très satisfaisant entre Ics valeurs 
de P, et de P ne suffil pas pour assimiier le phénomène 
envisagé à une série de tirages dans ἀπὸ urne unique 
de composition constante. Nous avons vu en eflet 
(n° 80) que les écarts satisfaisaient encore à Ja loi de 
Laplace quand les n tirages élaïient répartis entre 
plusicurs urnes de compositions différentes. 

L’accord entre les valeurs de P, et de P οδί denc 
nécessaire mais non suffisant pour conclure à l’exis- 
tence d’une probabilité constante F. 


Pour trouver un crilérium complémentaire, cher- 
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chcns quelle est la significalion concrète de l’urmité 
d'écart 
1 = V=npq 
des tirages dans une urne en éludiant comment cette 
unité est liée à des combinaisons simples des écarts 
dont noire série expérimentale pourrait nous fournir | 
une valeur approchée maïs simple à calculer. 

Pour cela revenons à notre série de n tirages dans 
une urnce contenant N boules dont ΡΝ sont blanches 
οἱ gN sont noires (p + q = 1), supposons qu’au cours 
d’un nombre 5 — suffisamment grand —- de sérics, 
on ait rcalisé cxactement les conditions théoriques, 


c’est-à-dire que pour toutes les valeurs 


. # 4 ke ῃ e 
on ail irouvé une fréquence =, des ax Séries ayant 
donné K boules blanches, rigoureusement égale à la 
probabilité théorique 


πὶ 


ας 
Fes. © pi ft me 
Στ ΞΡ PT? 


() 
= ἘΔ = 
Ceci revient à dire que le nombre ax des séries ayant 
donné un écart 
E — np = ἰκ 


par rapport à la valeur la plus probable np est à chaque 


fois donné par 


f 
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Connajissant alors le nombre des écarts ayant une 
valeur donnée ἐκ, on peut calculer la valeur moyenne 
de tous les écarts ἐφ ou plus généralement d’une 
expression quelconque dépendant de Καὶ : ce sera Ia 
somme de toutes les valcure de ἰ (ou de cetic cxpres- 
sion), chacune répéléc autant de fois qu’elle s’est 
produite, cette somme élant ensuile divisée par Île 
nombre total des valeurs, c’est-à-dire par s. 

Si on désigne par la notation M (7) la valeur moyenne 
d’unc cerlaine fonclion ἢ (k) qui s’est présentée un 
nombre de fois égal à a, on aura 

CA 
MDH=-x δ Τῷ XSs x PÀ 
gr 
k=n 
à 
= NH XP, 
ἐΞὺ 
qu’on énoncera : sonmuno des produits ἡ X P pour 
toutes les valeurs de Æ depuis Κα = 0 jusqu’à k = n. 

On remarquera que ceiice valeur moyenne cst 
l'espérance mathématique de la variable aléaloire } 
(Ν. ᾽.9 837 οἱ ων 100). 

Le calcul littéral de ces valeurs moyenne exige 
quelques développements assez longs mais qui ne 


présentent aucune difficulté théorique. 


88. Valeur moyenne de l’écart algébrique 1. 


En raison de la symétrie de la courbe en cloche. 
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deux écarls cepposés out même probabilité. I y a 
autant d’écarts positifs que d’écaris négatifs de mûme 


valeur absoluc. Lcour somme est nulle. On a donc: 


1 
M (ln = — X 0 = 0. 


- 
89. Valeur moyenne de l’écart 1 considéré en valeur 
absolue. 
C’est cetie quantilé qu’on nomme écart moyen tme 


En raison cie la symétrie déjà inéiquée ce nombre 
est égal à 2 fois la somme des termes (6 la forme 


n! 
IR et OE ΔΉ ΣΞΙ 
AE TI RATS VUS ἢ ιν 
envisagée pour toutes les valeurs de καὶ qui sont d’un 
même côté de np c’est-à-dire pour 


KE = πρ, ΠΡ + 1... π 


Remarquons qu'il n’y ἃ aucun inconvénient à 
prendre le terme 
,ω, = np. 
pour lequel 


ἔπ =kK— np = np — np = 0 
Pour calculer la somme cherchée nous écrirons 


pour Iles diverses valeurs de Καὶ 


ἀ =k—np = k(p + 9) — np 
= qKk — pin — k) 
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h — τῶν ἢ δι 2 


à « 
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si on tient compte de plus de la relation 


k k ΠΟ Ν 1 
ΠΤ ἢ A2 IS UE ET NE (k — 1)! 


on voit que le terme général (1) s'écrit 


n | πὶ 


πα Lg σὸς εν ΤΕ ἃ RE τ΄ ὠρήπήιρυητ-οκ 
&=Dim—piP 9 Run LP 1 


Le torme suivant s’obtient en remplaçant Κα par & +- 1 
et s'écrit 
n | πὶ 


χα τ ΞΕ 9 


Dans l’addilion, le 197 terme de chaque ligne [αἱ 
disparaître le dernier terme de la ligne précédente. 
I reste donc le 197 terme de la 1τὸ ligne (pour Κα τὰ 
np) c’est-à-dire 

ΠΝ 


Jin Cp ss CPR Δι —_np+i 
np = D GEnp}t Pt Tee 


et le dernicr Lerme de la dernière ligne (pour Κα = n). 
Mais ce terme cest nul car il s’écrit, si on lient compte 


dc son origine 
n| 
— nn a HR on —R 
PEN Tam =D ΡῈ 


qui pour Κα = n dcvicnt 


n | 
RE enr 20570 


puisque οἱ représente l’unité (V. n° 40). 
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L’écarl moyen étant égal au double de la somme 
calculée, on a 


; πὶ 
ἔπι ΞΞ Α ---- -  - ὁ © pp 
(np — 1)! (n --- np)! PETER RP FI 
qu’on peul écrire 


1! 
Em = 2 πεν! εν δ 
ἂν ae CU (np)! (ng)! P°P ἡπῷ 


qui iranslormé à l’aide de la formule 
(V. n° 58) devicnt 


de Sterling 


ἐπ-- 


| πὶ ν 2ππ X ep x end y pp nq 
Em τῷ 21pq τι, PA Υ ἀπ πιήηετι τ, τὴ 35. 53 FLE X QUE 

ex (np)? (ngÿt x Vornn X ang 
Or enp xX ENT — eNPENG — pn 


np X πῇ = NNDHNQ = nn 


2npq 2704 
En τ -  -- == Q ’ --- - -- L'ORDRE 
V2=npq π VEUT 2 


on remarquera Cucore que 
9 = 
Em = = X Vnpq = 0,795 unilés d'écart. 
π 


C’est l’espérance malhématique d’un joueur qui 
Loucheraïit unc somme égale à la valeur absolue de 


l’écart. 


90. Ecart quadratique moyen. 


On donne ce nom à la quantité ea Con le c 
est égal à la valeur moyenne du carré [5 


arré 
de l'écart. 
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Pour calculer cet écart particulièrement impor- 
tant en raison de son emploi, nous calculerons d’abord 
la valeur moyenne du nombre k, puis du carré de 
ce nombre. 


91. Valeur moyenne de K. 


On ἃ 
k = np + UK 
k=n 
; ἐν Ϊ {᾿ 
d’où Μ (Κ) Ξξ ἊΣ (ἀρ ΙΝ 
i—=0 


=npXYS pe LS I ΜΝ" 


La somme des probabililés étant 1, le 195 Lerme 
est égal à np, quant au 2° c’est la valeur moyenne de 
l'écart qui est nulle (v. n° 88). 

On a donc 

M (Ὁ) = np 
C’est la valeur la plus probable déjà trouvée du 


nombre d’arrivécs. 


92. Valeur moyenne du produit k (κ -— 1). 


Ce produit étant nul pour Κα = 0 ct x — 1 ἢ suffit 
de calculer 


=n 
\ ἐν LE EL pi gn—k x k (k ter 1) 
es KI (ἢ — k)! 
k=n 
à, πὶ 


ἔῶ RER on SR 
(Κ — 2)! (ἢ — k)! à à 
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qui peut encore s’écrire 
er τὺ ( 2)! 
rl RTS 
n (n — 1) p° — — K—2 qn—AÀ 
) P τ Cu ΡΣ Ὁ’ 
RH -το τα 


si on se ΓΟΌΟΙΟ à la formule qui donne le dévelop- 
pement de (a - δ)" (V. n° 42), on voit que la somme 


à calculer représente 
CEE RES 
La valeur moyenne du produit À (K — 1) est done 
nn 1)p° 


93. Valeur moyenne ce Κα. 
Si on écrit KE =k(k—1)+k 


on ἃ 
bn n 
L A 
M (+) = D 1 x PU = δὲ [Ὁ @—1) PO Lx PA] 
k=0 υ 


= ΔΙ [κὶ (k— 7] -ΙΜῸ 
=n(n— 1) }5-- np = 7 p* + npq. 


94, Valeur moyenne de 1", 
2 
ΜΙ = D ἃ - np} x PA 
0 


ÉD Ph ἘΞ D ΤΙ ΤΙ ΠΒΡ5 ΣΝ] 


= 12} + npq — 2np X ΠΡ + πϑρ = npq. 


Ἢ 
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On a donc finalement 


CT Vrpq 
eg = l’unilé d'écart. 


95. Ecart probable. 


Enfin on considère aussi l’écart qu’on ἃ 1 chance 
sur 2, c’est-à-dire la probabilité 0,5 de ne pas dépasser 
en valeur absolue. Sa valeur en unilés d’écarts, si 
on se repor:e au lableau de la fonelion 0 (x) est donc 
la valcur Ge x telle que 

Û (x) = 1/2 


La (able donne 
L'=—10:674 


donc 
ep == 0,674 unilés d'écart. 


Il résulle de ce qui précèce que dans la série lype des 
fréquences où ce qui revient au même Cans la série 
des nembres G’arrivécs qui leur sont preportionnels 
on conBai {ris écar 5. remarquables liés ΟΣ uns aux 


au res par les rela'ions 


en = θυ Ὁ Xi he WG. pes — (17979 — 
Ur TN SN ee Et eq AE 
6 
ἐφ =U M OL 
Cp 0,674 
᾽ Cm 1 
Cp — 0,674 DCE “Ἐπ 1,185 = ὅκα 


ep 0,845 
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Les probabilités que ces écarts ont de ne pas être 
dépassés en valeur absolue étant respectivement 
Ds 0,97 


ΕΣ; 068 
Cp Re 0,50 


96. Détermination expérimentale de ces écarts. 
Si nous envisageons maintenant une série de {τών 
quences cxpcrimentales 


la Ja ceuse 
et Icur valeur moyenne F°, les écarts expérimentaux 
scront en valcur absolue 
ι — ΕἸ fo — EF. 


Si leur nombre est s, la valeur expérimentale de 
l'écart moyen sera 


1 
δἰ τ 1 ἢ χει + Je — ΕἸ 4%) 


De même la valeur cxpérimentale de l’écart qua- 


dratique moyen sera 
4 / CHÉIPRE ΡΟ σε, πα πος 
τ τυ κατ Ἐπ NT UT? 


Enfin la valeur expérimentale de l'écart probable 
serait la valeur du ferme médian de la séric des écarts 
rangés par ordre de grandeur croissante, chacun 
étant répété aulant de fois qu’il s’est présenté. Ge 
dernier écart présente le double avantage d’être 
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simple à calculer et de correspondre à une probabi- 
lité facile à retenir, mais sa détermination ne présente 
quclque intérêt que si on a unc longue série d’écarts. 


97. Yxempie. —— Si nous appliquons ces définitions 
à la série des fréquences de naissances masculines 
(V. n° 85), nous avons les 26 écarts (exprimés en dix- 
millièmes) : 


14 16 0 Us 144 δ. ΠΟΤΕ 
10 OGL οὖ 15 2 5 
12 GT AUS TA ΣῊ ΞΘ 
On en lire 
Cm = 6,46 δὰ. —= 8,30 


Enfin en rangceant par ordre Ce grandeur les écarts ou 
faut au moins Iles 14 premiers 
OO ΟὟ 1 et 52 
API νυ 
on pourrait conclure sous les réserves énoncées plus 
haut que l'écart probable est compris entre 5 ct 6. 
Dans cet exemple on voil que le rapport 
, 2114 
est voisin de sa valeur théorique 0,7979, maïs l’unité 
d'écart, qui résullerait de ces écarts remarquables, 
devrait avoir pour valeur approximative 
6,46 


ΤΟΣ er 8,2 ou 8,35 
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c'est-à-dire environ 8, alors qu’à la probabilité lhéo- 
rique F = 0, 515 correspondait pour 734 449 épreuves 
l'unité d’écart déjà calculée 5,77 (en dix millièmes). 

Ceci montre encore que la distribution des nais- 
sances masculines Gans la populalion envisagée cest 
légèrement plus divergente que la Gistribution théo- 
rique des fréquences relative à des tirages dans une 
urne de probabilité 0,515. 

Pour mesurer cette divergence on fa usage de 
l’un des 2 cocfficients suivants : 


1° Coefficient de dispersion de Lexis 


ο, ραν quadratique expérimental . 
7 écart quadralique théorique 


29 Coefficient de divergence de Dormory 


écart moyen expérimental 
écart moyen théorique 


Q = 


Si la série statistique est à dispersion normalc, on doit 
avoir 

Qi τέ Q 1 
Dans l’oxemple étudié 


| 8,99 


= 1,45 


Ι 


6,46 


ΜΝ TR 0 Un £ 0. 
Q: ΣΧ 5,77 a 


et 
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98. L’étude des naïssances masculines nous a permis 
d'illustrer les méthodes élémentaires qui permettent 
d’interpréter une série de fréquences statistiques, chacune 
de ces fréquences déterminant, dans un groupe de 
phénomènes de même espèce, ceux qui possèdent un 
caractère déterminé. Avant d’envisager d’autres 
applications dont la poriée sociale est considérable, 
il importe de remarquer une fois de plus que la pro- 
babilité dont on a constaté l’existence et déterminé 
une valeur approchée n’est qu’une caractéristique 
d'ensemble valable pour un groupe suffisamment 
nombreux es phénomènes considérés mais énultilé- 
sable pour un phénomène isolé : une naissance (sup- 
posée unique) étant attendue, si quelqu'un s’est 
engagé à verser 1 000 francs dans le cas où le nouveau- 
né est un garçon, sa dépense sera 1 000 francs ou 
zéro mais ecrtainement pas 515 francs. Dire à priori 
que la dépense la plus probable est 515 francs scrait 
dénué de sens. 

Par contre si on verse 100 francs à chacun des 
garçons provenant des 1000 premières naissances 
dans une population déterminée, il sera logique de 


prévoir une dépense voisine de 51 500 francs. 


De plus — et ceci est particulièrement important 
pour l’étude des dépenses à prévoir — on pourra 


déterminer par exemple le nombre de naissances 


masculines qui a 99 chances sur 109 de ne pas être 
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dépassé. Pour simplifier nous ne tiendrons pas compte 


des jumeaux. 


Le graphique n° VI -- puisque nous ne tenons 
compile cles écarts que dans un seul sens — montre 


que cctie probabilité 0,99 correspond à un écart 
2,4 cxprimé en unités d'écart. 

Dans le cas actuel, si nous tenons compte de ce que 
les fréquences observées semblent suivre la loi de 
Laplace-Gauss avec une unité d'écart égale à 1,4 fois 
lunilé théorique, nous pourrons pour plus de sécu- 


rilé prendre 


u — 1,4 X V1 000 X 0,51 X 0,49 — 22,1. 
I y a donc 99 chances sur 100 pour que le nombre 
des naissances masculines ne dépasse pas 
015 + 2,4 X 22,1 — 570 environ 
c’est-à-dire pour que la dépense ne dépasse pas 
97 000 francs. 


La connaissance de la loi de probabilité renseigne 
done non pas sur Ia somme à payer pour une nais- 
sance isolée, mais sur Ta somme lolale qu’on peut 
raisonnablement considérer comme suffisante pour 
tenir l’engagement envisagé. La certitude absolue 
n’esl pas acquise, elle ne pourrail l’êlre qu'avec une 
somme lolale de 100 000 francs. Cependant l’homme 
d’affaires qui se chargerail de l’exéculion des engage- 


ments étudiés moyennant le versement {préalable 
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de 56 500 francs aurail 99 chances sur 100 de réaliser 
un bénéfice quelconque. 

KRemarquons aussi que ces derniers résultats dé- 
pendent non seulement de la probabilité p = 0,515, 
mais aussi de l’importance du groupe envisagé : 
Punité d'écart est en effet proportionnelle à la racine 
carrée du nombre des épreuves. 

Le même homme d’affaires qui se chargerait 
moyennant 56 500 francs de verser 1 000 francs à 
chacun des garçons provenant des 100 premières 
naissances n’aurait plus que 3 chances sur 4 de réa- 
liscr un bénéfice quelconque. L'opération aurait un 
caractère spéculalit plus marqué, clle présenterait 
un risque de perte non négligeable compensé pour 
cerlains par la possibilité de gains plus grands : 
1 chance sur 4 de gagner plus de 10 000 francs alors 
que dans le premier cas il n’y avait qu’une chance 


sur 100 de gagner plus de 10 000 francs. 


HUITIÈME LEÇON 


LES JEUX DE HASARD 


89. Exemple. — Dans le jeu dc la boule les 9 pre- 
miers chiffres sont répartis uniformément sur un pla- 


teau. La probabilité pour que la boule s’arrête sur 


un numéro, fixé à l’avance, est _ ct la mise du numéro 
gagnant cst remboursée 8 fois. 

Un joueur misant 1 franc sur le 5 peut donc gagner 
8 francs. On dit que son espérance mathématique est 


1 ὃ 
S'iranes ΧΊΘΞΕ — Séisme 
ῃ ἢ francs. 


Si un joueur mise n Îrs sur un numéro, son gain 


possible est ὃπ Îrs et son espérance mathématique 


δὴ tr 
5. 115. 


100. Définition. — On appelle espérance mathéma- 
dique d’un joueur le produil de son gain possible par la 
probabilité qu’il a de le réaliser. 

Dans l’exemple précédent il n’y a qu’une éven- 
lualité de gain pour le joueur, cnvisagcons le ras 


_— = 
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où il y a plusieurs allerraiives de gain. À Ia boule, 
un joueur qui mise 1 fr. sur les numéros 5 et 7 ἃ une 
espérance mathématique égale à : 


1} | 1 16 
S δοὺς ES ph ὃ τς Χ di de franc. 


L’espérance mathémalique tolale du joucur est égale 
à la somme des espérances mathématiques relatives à 
chacun des numéros sur lequel il a misé. 

D'une manière générale, l'espérance mathémalique 
d’un joueur qui escompie des QUENS A1, As vs An AVEC 
des probabilités respectives Ps, Pos ....., Pn SCra: 

1=N 
FA 
€ = ἀρ, τ Pa τί ... + An Pa = ν di Pi. 
ἐπεὶ 
Cette règle simple d’acddition des espérances mathé- 
matiques peul être souvent cmployée dans l’évalua- 
lion de probabilités qui seraient plus compliquées à 
évaluer par les méthodes habiluclles. 

e représente la valeur moyenne de la variuble aléa- 

toire a (V. n° 37). 


101. Quand dira-t-on qu'un jeu est équitable ? 

On dit qu’un jeu est équitable lorsque la mise du 
joueur est égale à son espérance mathématique. Dans 
le cas contraire le jeu cest dit non équitable. Dans 
lexempilr du jeu de boule qui précède, le jeu n’est 


pas équilale parce que la mise du joucur, 1 fr., est 
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8 
supéricure à son cspérance mathématique 9 : Pour 
que le jeu soit équitable il faudraït que la mise du 


numéro gagnan( soit remboursée 9 fois. 


102. Quel est le résullaf le plus probable pour des 
joueurs qui jouent un grand nombre de parties à un 
jeu équitable ? 

Soicnt 2 joueurs, À οἱ B, qui jouent n parlics à 
un jeu équitable. Lcs probabilités qu'ont Α et B 
de gagner une partie sont respectivement p el 4, 
(p Ἐφ = 1). Le jeu étant équitable, si l'enjeu d’une 
partie est égal ἃ πὶ, les miscs de A οἱ B sont mp et 
mg (égales à leur cspérance malhémalique). Au bout 
de n parties Ice joucur À en a gagné Κι il a donc 
encaissé : mk; il a payé n fois sa mise soit un débours 
Lotal de nmp. 

Son gain sera donc : G = mk — ΠΡ = τῇ (k — np}. 
Or n étant grand par hypothèse, la loi des grands 
nombres nous montre que la valeur la plus probable 
de Καὶ est np, donc la Valeur la plus probable de G est 0. 

D'où nous concluons que si 2 joueurs jouent à un 
jeu équitable, au bout d’un grand nombre de parties 
le résullat le plus probable est un gain nul. 1] est à 
remarquer que nous ne considérons ici que lc résullat 
global d’un grand nombre de parties ; nous ne tenons 
pas compte des fortunes des joucurs À ct B c’est-à- 


dire de leur faculté de supporter des écarts plus ou 


“τὶ 
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moins grands au cours du déroulement Ges n parties. 
Or, si le règlement se fait à chaque partie, l’un des 
joueurs à un moment donné peut être ruiné et, par 
conséquent, dans l’impossibilité de continuer à jouer. 


Nous revenons sur cetle question un peu plus loin. 


103. Nous pouvons préciser les résultats précédents 
en jipiroduisant la nolion d’écari dans les épreuves 
répétées. Dans ce qui suit nous supposons que loutes 
les parties jouées sont identiques, c’est-à-dire, que la 
probabüilé, pour un joueur, de gagner une pariie 
ue varie pas au cours du jeu. 


Problème 1. --- Deux joucurs À el 13 jouent 1000 
pariies de pièe ou face, la mise de chacun d’eux élant 
de 1 franc par parlie. Quelle est la probabililé pour A 
de perdre moins de 50 francs ? 

Soit, L, l'écart absolu (V. n° 58). 

À, gagnera donc (500 Æ D) parties ct son gain 
serai 

G = 2 (500 ΞῈ ὃ — 1 000. 
(== 2 lranes 

A, ἃ autant de chances de gagner que de perdre 
2 l'francs, 

Cherchons la probabililé pour avoir : 

[21] «- 50 
Lil << 25. 
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1, aunilé d'écart correspondante est : 


τα j RES 
u — \/npq = 1/1 000 Χ τ X = 15,8 


2 
(V. n° 58). 
D'où nous Lirons l’écart réduit : 
ἢ ! a 1,58 (V. πὸ 58 
ρα απ Ve . N° 58). 


La probabilité pour que l'écart réduit soit inté- 
rieur à 1,58 en valeur absolue est 


( (1,58) — 0,89 environ (V. n° 67), 


Soo-L=475 Soc Ἶ 1000 
Ὁ ὃ ᾿ Tr 
- 1,58 
Fig. 20. 


Si l’on se reporle au schéma donné au n° 70 on voit 
(fig. 20) que la probabililé cherchée a pour valeur 

! 1 

ni Θ (1,58) +- OUT 0,44 + 0,50 --- 0,94. (V. τ 67). 
Le joucur À a donc 94 chances sur 100 de perdre 


moins de 50 francs. 


Remarque. — δ᾽ le nombre des parlies jouées aug- 
mentlait celte probabilité diminuerail, l'écart absolu 
que l’on ἃ la même probabililé de craindre augmente 
avec le nombre des parties. 
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104. Problème 2. — Un joueur de pile ou face veut 
avoir 999 chances sur mille de ne pas perdre plus de 
30 francs en misant 1 franc par partie. Combien de 
parties peut-il jouer Ὁ 

Désignons par n le nombre des parties el par 
l'écart absolu. 


Comme au numéro précédent nous devons avoir 


ὉΠ τ 90 
θυ 
L'écart réduit æ correspondant ἃ ἰ sera : 
l CA EU à ΤᾺ 
EL me -ἜΞΙΡ Ὁ gs), 
ἐν γ' npq PAIE: 2 ) 
LU x Vn Ἰ- 
0 5 1. 


En se reportant au graphique n° 70 on voil que l’écart 
réduit æ est donné par la relalion : 


1 
0,50 + + © (x) = 0,999. (V. fig. 21) 


d'où Θ (x) — 0,998. 
n 
RE ER PR 1 SU ὶ 4 
+ O : 
Fig. 21. 


De la table de la fonetion Θ᾽ (v. n° 67) on tire : 


x = 3,10. 
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de χ Va αν LS 
2 
il vient : 3,10 X V/n < 30 
It «- 94. 


Le joueur devra s’engager à jouer 94 par!ies au 


maximum. 


105. Résultat le plus probable d’un grand nombre 
de parties d'un jeu non équitable. 

IXeprenons les notations déjà emolyées et anne- 
lons m, l’enjeu d’une pariie, p et q les probañili'és 
qu'ont les joucurs Α et B de gañner une partie. Si le 
jeu favorise A, les mises resneclives de A et B sont : 

MD rsa LCL MAR x 
(α est essentiellement posi:iï). 

Au bout de n parlies le gain de Α qui en a gagné 

k sera ς 
G = mk — n (mp — a) 
= πὶ (K — np) + na. 


Sin cst grand nous savons que la valeur Ia plus pro- 
bable de Κα est np, donc le résultat le plus probable 
cst un gain pour À, égal à n ua. Il cest évident qu* le 


résul'at le plus probable pour B cst une perte Πα, 


106. Problème 3. — Les 2 joueurs À el 13 jouant 
10 000 parties de pile ou face, quelle doit étre la valeur 
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de x pour que À ail 9999 chances sur 10 000 de ne 
pas perdre. L'enjeu est de 2 francs par partie. 

La probabililé 0,9999 est suffisamment voisine 
de 1 pour qu’on puisse dire que À ἃ la cerlitude morale 
de ne pas perdre. La probabilité, qu’un joueur consi- 
dère comme une cerlilude morale dépend de sa pru- 
dence. 

Si À gagne Καὶ pariices, son gain sera : 

1 
Ὁ ΞΞῚΣ (κι: 10 000 Χ 5) -+ 10 000 «. 

1] faut déterminer & pour que ἃ > 0. 
ou 2 (& — 5000) + 10000 α = 0. 
Désignons par, {1 ὁ Τὶ ἈΠ 50] : Κα - ὃ 000 ΞΕ ἰ. 
d’où -- 21 -ἘὀῸοὸ10θ 000 α ::>:0. 

ἰ 
5 000 


=.” 


ET 
Œ .2 


La table de la fonction Θ᾽ nous donne (v. n° 67) 


à [1 ++ Θ (3,8)] — 0,9 999. 


d’où 
AE RU 1 Ι 
ἰ Ξξ δ ἘΞ ἃ Vnpq == 010 /10 000 X 5 X A par 
= {= 3,8 X 50 — 190 environ 
on doit donc avoir : ἐν μι - 
| À 7 5 000 


a > 6,038. 
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Moyennant ce décalage des miscs (mise de A — 
0,962, mise de B = 1,038). À aura la ceriitude murale 
de ne pas perdre s’il joue 10 000 parties de pile ou 
mice: 


On voit pourquoi à la roulcite le banquier a la cer- 
üilude morale de ne pas perdre si en un soir il joue 
10 000 pariies par exemple. 


Queïiques problèmes d’application de Ja notion 
d'espérance mathématique. 


107. Problème du jeu de la poule. 

Trois joueurs À, B, C jouent à pile ou face. À dB 
commencent la partie, © prend la place du perdant : 
les parties se déroulent, le joucur perCant étant remplacé 
par celui qui est libre. Pour qu’un joueur gagne l'enjeu 
il doil gagner 2 purlies consécutives. On demande les 
espérances malthémaliques des joucurs À, B, C. 

1° À la fin de la 17° partie ; 

29 Avant la 1re partie, 

19 Désignons par a, b, c les espérances mathéma- 
tiques des joucurs À, B, C à la fin de la 119 parlic cet 


par m, l’enjcu. Elucions les alternatives possibles 


au cours de 2 pariics. 

17e partie : supposons que À ait gagné. 

25 partlic : 86 joue entre A οἱ C, B étant éliminé, 
Deux alternatives sont possibles. 
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A gagne. 


La probabilité pour 
À de gagner la 2° partie 


1 
est. Comme il ἃ gagné 


la 17°, par hypothèse, 
il ramasse l’enjeu m. 
Son cspérance mathé- 


1 
malique est ar X m. 


Les espérances ma- 
thématiques de B et 
C sont nulles. 


A perd. 


A se trouve dans la 
situation de B après 
la 119 partie, son cspé- 
rance mathématique 
est b. La probabilité de 
celte alternative étant 


1 # 
LÉ l’espérance mathé- 
malique de À corres- 


pondant à ce cas est : 


+ 
a * D. 


B se trouve dans la 
situation de C à la 
fin de Ja 1r0 partic son 
cspérance matlhéma- 
lique est c. Donc avant 
de joucr la 2° parlie, 


1 
elle est SC. 


C se trouve dans la 
situation de A à la 
fin de Ja 1r° parlie 
et son espérance ma- 


thématique à la fin de 


la 1re partie est + X a. 
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En définitive, les espérances mathématiques corres- 
pondant aux diverses alternatives s’ajoutant, nous 


pouvons écrire les 3 équations : 


Lt m+ ὃ 


b — 


Çe = 


La solution de ce système est 3 
4 


a = — 


/ 
1 


b—m 
2 
c= mm 


En revenant à la définition de l’espérance mathéma- 
tique on peut iraduire ce résullat «de la manière sui- 
vante : dans le problème de la poule les probabililés 


dc gain des joueurs sont : 
pour le joueur qui gagne la 1r° partie, 


ΤΩ 
1 
2 : 

7 — ne jouc pas — 


La notion d’espérance mathématique nous a permis 
de calculer simplement des probabilités. La simplicité 


———, 
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des solutions Ges problèmes traités par la consitéra- 
tion de l’espéranee maihématique tient au fait que 
ces quatilés s’ejcutent, sans les restrictions faites 
pour 105 probabilités totales. 

29 Lrésionons par α᾽, b, ο᾽ les cspérances mathéma- 


times de À, B, C avant la 170 partie. I est évident 


2m τ - 
qui δ᾽ -- ἐς τε 7 car Ie résultat de la premiére partie 


n'a aucune influence sur la probabilité pour GC de 
gagner l’enjeu. D'autre part a’ = δ΄ (A ct B jouent à 
chances égales) ei. 
CL ISLE PU eV τ οὐ ἢ 
7 7 
d’où α' == ——. 


Les probabilités de gain pour les joueurs A, Ὁ, C 
sont respectivement : 
5 5 À 


marre 


108. Problème 2. — Æspérance mafhématique pour 
un bille! de la loterie nalionale de 1934 (11° franche). 
Les billets sont répartis en 40 séries de 100 000 billets 
chacune, soit au total 4 000 G00 de billets. 

a) Lots de 200 francs : 400 000 billets gagnants ; 


espérance mathématique pour un billet = 


1 
æ 200 x % — 20 francs. 


EN PONTATAN EAU +) 4: | Mr, 
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Ὁ) Lots de 1 000 francs : 40 000 billets gagnants : 


espérance mathématique pour un billot == 


1 
= 1000 X 100 τὰ 


c) Lots de 10 000 francs : 4 000 billets gagnants 


10 francs. 


espérance mathématique pour un billet = 


1 
= 10000 Χ +000 


4) Lots de 25 000 francs : 400 billoils gagnants ; 


= 10 francs. 


espérance mathématique pour un billet = 


| 
25000 X 10 000 


e) Lots de 50 000 /ranes : 400 billets gagnants ; 


— 2 fr, δῦ, 


espérance mathémalique pour un billet = 


1 
= 00 000 X ———— = ἢ francs. 


19 UUu 
f) Lots de 100 000 francs 
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> 


ve 


50 billets :agnants ; 


espérance mathématique pour un billet = 


! 
= 100000 Χ = 5 


g) Lois de 300 000 francs : 


= 2 francs. 


40 billets gagnants ; 


espérance mathématique pour un billet = 


= 300000 X 


1 
100 000 


 DEANCS. 


6) Lots de 1 000 000 de francs : 20 billets gagnants : 


espérance mathématique pour un billet τα 


1 
— 1000000 x -οδοοοῦ 


= 5 francs. 


ÿ > } 
eh. PERD Ent re 


Le dm mn tn 


| 
% 

"A 
LR 
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En outre 20 billets qui portent le numéro gagnant 
mais dont le numéro de série n’est pas sorli gagnant 
50 000 francs. Espérance mathématique corrcspon- 
dante 


50000 X = Ὁ fr. 25. 


1 
200 000 
Ὁ Lot de 5 millions : 1 billet gagnant ; espérance 
mathématique pour un billet = 1 fr. 25. 
Les 39 billets ayant le même numéro dans chacune 
des 39 séries qui ne sont pas sortics gagnent 100 000 


francs. Espérance mathémalique pour un billet : 


100000 X οἰ A Î 
4000000 40 Ὁ 
Le billet qui précède et celui qui suit le numéro 
gagnant 5 millions dans sa séric gagnent chacun 
50 000 francs. Espérance mathémalique pour 1 billet : 
2 1 
4 000 000 40 


L’espérance mathématique pour 1 billet quel- 


50000 X 


conque cst égale à la somme des cspérances mathé- 
maliques dans les diverses éventualités ci-dessus 


envisagées SOL : 
20 + 10 + 10 -F 2,5 +5 +243 + 5 + 0,25 + 


09: FD GO 
40 ©! 40 


Si la loterie nationale était équitable, un joucur 
devrait payer 60 francs les avantages aléatoires 
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qu'il peui cescompter pour 1 billet. Il paie le billet 
100 francs donc le jeu n’est pas équitable. Le bénéfice 
brut de l'Etat cest de 40 francs par billet. Son béné- 
ficc net cst moins élevé car il faut déduire de cette 
somme les frais divers (impression des billets, frais 
du tirage..….). 


. 109. Problèmz 3. — Pierre a 3 pièces de 5 francs, 
Paul 2. Ils conviennent que chacun jetlera ses pièces 
οἱ celui qui obtiendra le plus grand nombre de faces 
prendra les 5 pièces. Le jeu est-il équilable ? 


Nous supposerons que pour Îles partics nulles, celles 


πὰς = mn 


PIERRE PAUL 


- SEE “ν ——— .----- κι... ......---Ο:ἷΟἈ"οπ. ὦ 


NOMBIRI | : NOMBRE 
de faces PROBABILITIS de fnsces PROBABILITÉ 
oblenu. obtenu. 


où Pierre et Paul ont le même nombre de faces, 
chacun des joueurs retire sa mise. 
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Evaluons l'espérance mathématique de Pierre, 
Faisons un tableau des diverses éventualités qui 
peuvent se produire ot notons 1605 probabilités cor- 
respondantes (V. n° 8). 

Pierre gagne dans les éventualités suivantes dont 
les principes des probabilités lolales οἱ composées nous 


permettent d’écrire les probabilités : 
1 
10 Pierre 8 1 Paul 0, 1, 2 Ἐπ probabilité : ΕΝ 
2° Pierre 2 Æ, Paul 0, 1 F; probabilité : 


δ: 1 8 2 9 
ἘΝ EE FLN IT 
. * 1 4 3 1 , 
39 Pierre 1 1ἡ. Paul OF; probabilité : ΠῸΝ 7 PLNE (PROS 
COS 


Probabilité pour que Picrre gagne 25 frs : 
jl 9 93 1 
ge UE TRUE 


Probabilité pour que Pierre gagne 15 frs (pariics 


nulles) : 
3 1 5 2 1 1 10 
ἘΠ a VS Ἐπ᾿ 


Espérance mathématique de Pierre : 
1 10 
25 îrs X > + 15 Îrs X nn 17 frs 1875, 
Sa mise n'étant que de 15 frs il cest avantagé. 


110, Problème 4 — Δ joue avec B aux conditions 
suivantes : on jelle 2 dés, si la somme des points amenés 
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est inférieure à 10, B donne à À autant de francs qu’il 
y a d'unilés dans la somme ; dans le cas contraire À 
donne à B une somme fixe. Calculer cette somme de 
manière que le jeu soit équitable. 

Pour que le jeu soit équitable, l’espérance mathé- 
matique du gain de A doït être égalc à l’espérance 
maihémalique du gain de B. 

Le nombre des cas possibles cest 36. 

Les nombres des cas favorables à larrivée des 
poinis 2, 3, 4..., 9 sont égaux aux cocfficients res- 
pectifs de ἃ, δ &, …, 15. dans le développement de 

G+HE+HB LP LEE + UE} (NV. n° 47) 
τ CHE+P+HPEE TEE) = 
ὩΣ ΚΕ ΤΊ ΛΒ SOLE GAL TR 
Ξ- 2 ἘΣΤΕ ΙΒ 4}; 


Probabililé pour que Δ gagne : 


1 | 30 
τὸἡ A+H2+8+44+546+54H4) = Te 
Fa: 30 6 
Probabilité pour que B gagne — 1 — ἘΠ ΣΤ 


Soit æ, la somme fixe que 19 doit gagner si À perd. 


Nous avons la relation : 
1 
τῷ CXIFTSX24+4X3+5Xx4+6 X 5 + 
(6 
aux Gex 5 TE SX 0 = Ἐπὶ τὶ 
ai 


ou 108 — 0 
Li Ἵν ἡ ΤῊΝ 09. 
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Application de la notion d'espérance mathématique 
à l'évaluation d’une probabilité continue. 


111. Problème de l'aiguille de Buffon. 

On trace sur une feuille de papier des droites paral- 
lèles équidistantes, l’équidistance élan! a. On jette au 
hasard sur cetle feuille une aiguille de longueur 1 (1 a). 
Quelle est la probabilité pour que l'aiguille coupe 
l'une quelconque des parallèles tracées ? 

Considérons un cercle de diamètre a. Un joueur 
obtenant 1 fr. par point d’intersection du cercle et 
des parallèlcs a une espérance mathématique égale 


à 2. Prenons sur la circonférence un arc AB = ς 


Fig. 22. 


suffisamment pelit pour qu’il puisse être confondu 
avec sa corde. 

L’espérance mathémalique relative à la circonfé- 
rence de longucur πὰ étant égale à 2 nous donne 
pour l’élément ε une espérance mathémalique égale à 
2e 
ra: 
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Donc, l'espérance mathématique correspondant 
à un pelit élément € de l'aiguille parfaitement cylin- 
2€ 
drique est ——. 
Ta 
Par conséquent l’espérance mathématique E d’un 


joucur qui touche 1 fr. par point d’intersection de 


et 


Fig. 28, 


l'aiguille et des parallèles est égale à Ia somme 


2 τε ne - 2e, élendue à tous les éléments de 
Paiguille. Or Ze = { d’où 
21 
nl == za - 


L’enjeu étant de 1 fr. εἴ l’aiguille ne pouvant couper 
05 parallèles qu’en 1 seul point (1 << a) la probabilité 
cherchéc est : 


112. Dans le cas particulier où l’aïiguille a une lon- 
sucur égale à la moiïlié de lFéquidistance 


1 100 


2=a et p— -.- 374 Cnviron. 
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Faisons une série d'expériences, chacune  d’elles 
consistant en 314 jets de l'aiguille, nous devons 
relever, en moyenne, 100 intersections de l'aiguille 
par expérience. Ge procédé peut être utilisé pour 


1 
une délermination expérimentale de πο Quelle pré- 


cisioh peul-on attendre d’une seule expérience ? 
L'unité d'écart est : 
gs / Ι π---1 
— πες [314 Χ — X ---- Ξ 
1 ν ngp V 314 X Ἔ Χ Ἔ 
Il .-......»..-ες-. 
-- τον 814 (x — 1) — 8 environ (V. n° 58). 
L'écart relatif correspondant à une unité d’écart 
est 1. Or Ὁ (1) — 0,68 (V. n° 67), donc la probabi- 
lilé d’avoir un écart absolu égal à ὃ cest 0,68. L’ap- 


proximalion correspondante pour la détermination 


l 
de pe est ἜΤ τ 0,025. ἢ y ἃ 68 chances sur 100 


1 
pour que l'erreur commise sur ane dépasse pas 


0,025. 


Influence de la fortune d’un joueur dans les jeux 
de hasard. 

113. Quand on réfléchit aux problèmes posés par 
les jeux de hasard, on s'aperçoit qu’il y a un élément 
important dont nous w’avons pas tenu compile : la 


jortune dont dispose le joueur. 
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Cet élément caractérise la résistance d’un joueur 
à la ruine, c’est-à-dire, à l’obligation où il peut se 
trouver d’abandonner le jeu faute de pouvoir conti- 
nucr à miser. Il va sans dire que nous admettons que 
lc règlement se fail à chaque partie. 

Nous avons vu, au-n° 102, que, si le jeu est équi- 
table, le résultat le plus probable après un grand 
nombre de parties est un gain nul pour chacun des 
joucurs. Cependant le résultat trouvé au n° 103 nous 
montre que sur 1 000 parlies de pile ou face, la pro- 
babilité pour qu’un joueur A perde moins de 50 francs 
est 0,94 ; il y a donc 6 chances sur 100 pour que ce 
joueur perde plus de 50 francs. La probabilité 0,06 
n’est pas négligeable et croit avec le nombre des 
parties jouées. 

Mais il est bien évident qu'elle ne représente pas 
la probabilité, pour le joueur A, qui possède 50 francs, 
d’être ruiné. 

La ruine se produit la première fois que À perd 
n + 20 parlies el en gagne ἢ quelle que soit la valeur 
de ἢ. Cet événement peut arriver à la 50e, 52e, .… ou 
à la 1000 parlic. La probabilité pour le joueur A 
d’être ruiné cest égale à la somme des probabilités 
des évenlualilés ci-dessus envisagées. Dans la pra- 
tique, on ne peut pas songer à calculer cxactement 
celle somme. | 

Daus le raisonnement précédent, on ne tient pas 

Fénianac et Monice. — Probabilités 11 
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compte de la fortune dont dispose le partenaire que 
l’on suppose en mesure de régler toutes ses pertes 
au moment où elles se produiseni. Cependant, si le 
joucur A perd 150 parties et son parlenaire B, 100 
parlies, B doit pouvoir supporter la perte de 100 fr., 
quelle que soit la façon dont il subit celte perte. 
Par exemple, il peut perdre les 100 premières parties 
ct, dans ce cas, il doil posséder au moins 100 francs. 

Ces considérations nous montrent toute la diffi- 
culté du problème. 


114 Nous pouvons donner une représentation 
graphique du déroulement des pa:ies. 


Soit un axe OX divisé en intervalles égaux, chaque 


a | D DIN ES 


lis, 24. 


point de division représentant le rang de la partie 
jouée (V. fig. 24). Nous portons en ordonnées Iles gains 
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et les pertes, les sains vers le haut et les pertes vers 
le bas. 

Si nous suivons une par.ie de pile ou face, la mise 
dcs joueurs étant de 1 franc, nous aurons sur ]a 
figure une image du déroulement de la partie. Sup- 
posons que la forlune de A soit de δῦ francs el que 
B soil en mesure de régler toules ses per.es ; meao:.s 
une parallèle D à l’axe des abscisses par le point d’or- 
donnée — 50. Aux points d’interseciion de la ligne 
brisée et de l’axe des abscisses, les 2 joueurs sont à 
jeu (en M, N, P). Quand la ligne brisée coupe la droite 
D, le joueur A esl ruiné (point Q). 

Les écarts qu’on 4 99 chances sur 100 «le ne pas 
dépasser croissent en même temps que le nombre 


des parlics. En cffei : 


A la probabilité 0,99 correspond un écart rédui! x 
tel que © (x) — 0,99 d’où x = 2,58 (V. n° 67). 
L'écart absolu ἃ atlendre est : 


τ — 1 
L= x Vnpg — 1,29 V/n ( = 4 -+) 


L— 1,29 Vn. 


Cette relation nous montre que l’écar!l absolu qu’on 
a la probabilité 0,99 de ne pas dépasser esl:propor- 
tionnel à la racine carrée du nombre des parties. 


Donc Ies chances pour A d’être ruiné, augmentent 
avec n. 


ET 
us, 
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115. Plaçons-nous dans le cas où les fvrlunes des 
2 joucurs sont limitées. Soient « et ὃ les fortunes 
respectives de A et B. 

Nous pouvons représenter sur un même graphique 
le déroulement d’une partie de pile ou face entre A 
et B ; les gains de B sont portés en sens inverse des 
gains de Α ct la fortune de B cn sens inverse de celle 
de A (V. fig. 25). 


D” 
X 
AAA AO ARS, PE CA PEN 
Fig. 25 


La première fois que la ligne brisée coupe D ou D’, 
l’un des joucurs ἃ ou B cst ruiné. 

Si À et B possèdent la même somme, a = b, dcux 
trajets symélriques par rapport à OX ayant les 
mêmes chances de se produire, il est évident que la 
probabilité P,, pour A de ruiner B est égale à la pro- 
babilité P,, pour B de ruiner A. Lorsque les joucurs 
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ne fixent pas, à l’avance, le nombre maximum des 
parties à jouer et décident de poursuivre le jeu jus- 
qu'à la ruine de l’un des deux, nous aurons : P, + ΤᾺ 
1 
== l, d’où Ῥ, ΞΞΞ Ῥ, = FT 
Dans le cas général où a τέ b (supposons a << δ) 
à tout {rajet qui correspond à la ruine de A corres- 
pond un trajet, également probable, qui entraîne 
pour B Ia perte de a francs. Or, B n'étant pas ruiné 
par celte perte, nous avons : 


P, << P, 


116. Les considérations qui précèdent nous pcr- 
mettent de dire que B a plus de chances de ruiner A 
que À de ruiner B, nous allons préciser ce résultat 
dans le cas d’un jeu équitable. 


Deux joueurs À οἱ B jouent à pile ou face et misent 
chacun 1 franc par partie. Ils possèdent respectivement 
50 et 100 francs. Quelle est la probabilité pour A de 
ruiner B si le jeu se poursuit jusqu’à la ruine de l’un 
des joueurs ? 


Désignons par P, la probabilité cherchée. La mise 
de À est de 50 francs pour un cnjeu espéré de 150 
francs. P, élant la probabilité, pour A, de gagner 
l'enjeu, son cspérance mathématique est donc : 
150 X P.. 


“ἀκ. HONTE PEN 
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Puisque le jeu est équitable, la mise est égale à 
l'espérance mathématique d’où la relation : 


P, -ὸ —— = —. 
: 150 3 
Par conséquent la probabilité P, pour B de ruiner 
A est : 


9 
Ἐπ Ὁ, =: 


D’une manière générale, deux joueurs À et B jouant 
à un jeu équilable jusqu'à la ruine de l’un d'eux, si 
l’on désigne par a et b les fortunes respectives de A 
et Bona: 

Probabilité pour À de ruiner B = 


(94 


SM ETS 


Probabilité pour ΤῈ de ruiner À = 
b 


do) MATE TR 
117. Ce résullat important nous montre que si a 
est petil par rapport à ὃ, P, tend vers 0 el P, tend 
vers 1. 


Exemple 1. — Un joueur de baccaral possède 


1000 francs ct le banquier 1 million. Le banquicr ἃ 


1 000 000 1 000 


donc Ia probabilité CU our de ruiner 
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Ic joueur si le jeu se poursuit jusqu’à la ruine de l’un 
d’eux. 


Exemple 2. — Une compagnie d’assurances doit, 
par sa nature même, lenir des paris avec un grand 
nombre d’assurés. On peut assimiler l’ensemble des 
assurés à un joueur unique. Ce dernier est toujours 
en mesure de payer sa prime d’assurance, ce qui 
signifie que sa fortune cest pratiquement illimitée. La 
compagnie, ayant un avoir limité, sa ruine serait 
certaine si le jeu était équitable. H est. donc néces- 
saire que la compagnie majore la prime d'assurance 


équitable, 


118. Le jeu non équitable et la ruine des joueurs. 

Dans un jeu non équitable, le joueur avantagé 
doil ruiner le joucur désavantagé. Les établissements 
de jeux ne jouent pas des jeux équitables. Dans le 


jeu de la boule, le décalage entre la mise équitable 


1 
et la mise réelle cst 9 


blissement est plus riche que le joueur, ce qui augmente 


de francs. D'autre pari l’éta- 


encore les chances de ruine pour le joueur. 

Donc toute marlingale doil échouer. Cependant 
quelques-unes semblent (entantes οἱ peuvent procurer 
des gains momentanés. Leur élude monire qu’à un 
instant donné le joucur risque de grosses sommes, 
une perle à ce moment suffit à annuler tous les gains 
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Ἂ 


antérieurs et même à meltre le joueur en déficit. 

Il est également faux de penser que le numéro 2 
venant de soriir, a moins de chances de sortir au 
coup suivant : «le hasard πα ni conscience, ni mémoire» 
(J. Bertrand) (1). La répartition des numéros suivant 
la probabilité d’arrivée de chacun d’eux n’est la 
plus probable que si l’on tire un grand nombre de 
nurstéros (V. loi des grands nombres n° 72). 


Le joueur n’est donc pas fondé à tabler sur un 
seul tirage. 


119. Paradoxe de Saïn‘-Pétersbourg. 

Lux joueurs À et B jouent à pile ou face : B donne 
é “ὦ 2 francs si face est amené au 1° coup, 4 francs si 
Fou est arené au 2° coup sans l’étre avant, ... 21 francs 
δὲ face est amené au nème coup sans l’étre avant. On 
dermaride quelle somme A doit donner à B avant le com- 
&xëcement d'ure parlie pour que le jeu soit équitable ? 

La mise de À doit être égale à son cspérance ma- 
thénaatique. La probabilité pour A d’obtenir face 


1 1 R 
au 1% coup est 9 ἢ au 29 coup (P, F), ἡ} 8} 3° coup 


1 1 
(P,:P,E), “g 3 au ntme coup (P, P, P... P, F), De : 


L’espérance mathématique du joucur A est donc : 


1 1 1 1 
2XSTAXTHSXS +. HAN Sr + = 00 Ὁ) 


(1). J. BERTRAND, 1822-1900, Mathématicien français. 
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A devrait payer à B une somme infiniment grande 
alors que le bon sens nous montre que le gain qu’il 
peut allendre n’est pas três grand. 
H y a là un paradoxe. Nous allons cssayer d’y 
répondre en nous plaçant sur 10 terrain de la réalité, 
Dans la série (1) tous les termes étant égaux à 1, 
on lient compte également de chacun d’eux. Cepen- 


mnt | 


dant nous ne devons envisager pour B que des pertes 
qu’il est susceptible de payer. Supposons que la for- 


tune de B soit de 100 millions ; dès le début du jeu A ᾿ 
ne peut donc pas espérer gagner plus de 100 millions. RL 
I 


En conséquence, le nombre maximum de jets de la 
pièce de monnaie à envisager cst tel que 


a γ᾿ - 


 «᾿΄ 


28 « 100 000 000 
ἢ log 2 « 8, 


Le ÿ 10g 2 
n - 26 cnviron. 
La partie étant limilée à 26 jets au maximum, 
Pespérance mathémalique de A sera : 
2 1 4 1 8 : 4“)90 > 1 -È 
X = + AUS Χο... +2 225 
1 
+ 2% X =; —= 26. 


La mise de A ne scra donc que de 26 francs. 
D’autre part, la probabilité pour que À gagne 
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᾿ 
100 millions est 5011 ENVION ------ 1] peut 


1 
25. 100 000 000 ? 
donc espérer réaliser ce gain 1 fois sur 100 000 000 


de parlies. 

Si À et B jouent 15 heures par jour, à raison de 
20 parties à l’heure, ils joueront 300 parties par jour. 
Le jeu devra durer en moyenne : 


105 


"300 x 365 ans => 900 ans 


pour voir la série envisagée se produire. : 

I n’est donc pas humainernent possible de tenir 
compte des termes éloignés de la série (1). 

Le symhole οὐ ne peut avoir aucun sens pralique 
dans cet exemple ; le paradoxe de Saint-Pétersbcurg 
résulle d’un passage à la limite qui ne saurait être 
jusiifié. 


NEUVIÈME LECON 


APPLICATIONS A QUELQUES PROBLÈMES 
FINANCIERS 


I. Rappel des notions fondamentales sur les amor- 


tissements par annuités constantes. 


120. lous les calculs dans les opérations financières 
à long terme sont faits à intérêts composés (V. 
Algèbre, n° 210). 

Un capital À, étant placé au taux à, quelle somme 


Ι! 
p1 P années 


Ao | | | AP 
Fig. 26. 

retirera-t-on, capital et intérêts, au bout de p annécs ? 

Ap = Δι (1 + ὃ» (V. algèbre n° 210) (1) 

é représente le taux pour 1 franc de capilal soil le 


1 . 
πρὸ “ἃ taux pour cent habituel, 
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Notation. — Le signe ||, placé au-dessus d’une 
époque, indique la date à laquelle se fait l’évalua- 
tion. 


ÆExemple. — 1 000 francs, placés au taux de 5 p. 100, 
sont devenus au bout de 20 ans : 


Aro - 1000 X 1,052 = 2 653 fr. 30. 


Récivroquementf : 


μ-------᾿--Ξ:.---- κ-ὸ.-.--ς----΄Ὠ-“-.Ὀ,«ὡΘ τα de eue 00 men Ge Ce nt me -π-᾿ .---ὶῇ»--... 
Ἄο Ap 
Fig, 27 


La valeur acluclle d’une somme A>, payable dans 
p années, est : 
Ap 
ÀAo = PER NET (V. algèbre n° 212). (2) 


C'est la formule de l’escomptle à intérêts composés, 


121. Amortiissement. 


Problème fondamental. — Une commune em- 
prunte au Crédit foncier 100 000 ÿrancs qu’elle désire 
amorlir en 20 ans par des versements constants faits 
à la fin de chaque année. Quelle dépense devra-t-elle 
inscrire chaque année à son budget ? 

(Taux de l’emprunt 6 p. 100.) 

Soit a l’annuité constante versée à la fin de chaque 
année par la commune (V. fig, 28), 
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Pour qu'aucune des parties ne soit lésée, nous 
allons arrêter le compte communc-Crédit foncier à 
la fin dc la 20° année, en capitalisant les versements 


PT DT USE 4 18 19 20 années 


A ee ee ee ee νὦὕ.-..-.«..--εα--΄ῤ,--θΥἌὨ- 


a 8 8 Β 8 a ἃ. 


Fig. 28. 


faits de part et d’autre. Le compte doît se balancer 
à la fin de la 209 année. 
Compte créditeur du Crédit foncier à l’époque 20 : 


100000 x 1,062 
Compte débiteur de la commune : 


a X 1,06 + a X 1,06! +. + a X 1,06 +- a == 
= a (1 + 1,06 + 1,06? + … “+ 1,06 + 1,061?) = 
1,062 — 1 

τος ΠῚ 3 Ὶ 
Les icrmes entre parenthèses étant en progression 
séométrique de raison 1,06, nous savons en calculer 
la somme (V. algèbre n° 172). 

D'où l’équation : 
1:06%— 1 

0,06 
0,06 x 1,068 

1,062 — 1 


100000 x 1,06% = à 


a — 100000 x 


= 87/18 francs. 


D'une manière générale l’annuiïté nécessaire pour 
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le remboursement d’une somme A, en nu annuiïlés, au 
daux i par franc, est : 
é (1 + it 
a = À ( a LEE (3) 
(1 + on — 1 


122. Dans a, il y a 2 choses : 

1° Les intéréts d'une année pour la delte restante 
au début de l’année ; 

29 Une parilie servant au remboursement d’une 
fraction du capital A : l’amortissement. 

Désignons les amoriissements successifs par : 

Mas My: Mig» ve. y Ms oc. Mn. 

La 17° année nous avons : a = M + iA 

La 2° annéc nous avons : a = Mo ++ (A — mi) 
d’où l’on tire : 

My + A = Ma + 1 (À — Nu) 
Ts, = M (1+ ὃ 

Le lecteur vérifiera aïsément que les amortissements 


successifs sont en progression géométrique de raison 


(1 + ἢ. 

D'où : 

Mp = M (1 + MP—-i (N. algèbre n° 169). (4) 

Or : 

À τ Di + ὃ» l 
ms a—iA τα πέρατα | 7 AT TT | (5) 
d’après la formule (3). 

1 (1 t)0 —1 

donc Mp — À pr (6) 
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123. Capital divisé en coupures. 

Lorsqu'une société veut faire un emprunt, il est 
d’usage qu’elle le divise en obligations d’unc valeur 
nominale déicrminée. 

Par exemple, une société voulant emprunter 1 
million émettra 2 000 obligations de 500 francs. Si 
elle amortiit sa deite par annuilés constantes les 
formules (3), (4), (5) et (6) s’appliquent ; le nombre 
des iilres émis étant N, le nombre des titres amorlis 
par la pièmc annuité scra, d’après (6) : 

(1 + DP—1 
Pr acer ent @ 
Les litres qui doivent être amoriis par une annuilé 
sant lirés au sorl parmi les tilres existant encore à 
cette époque. 

En général m» n’est pas un nombre entier, on l’ar- 
rondil à J’entier le plus voisin. Par la suile, nous 
négligerons la pelile erreur provenant de cetle approxi- 
malion qui fait que l’annuilé n’esl pas rigoureuse- 
ment constante. 


II. Evaluation de quelques probabilités importantes 
concernant les emprunts. 


124. Problème 1. — Une société émet un emprunt 
de 5 millions divisé en obligations de 500 francs de 
valeur nominale. La durée de l’emprunt est 20 ans ef 
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le taux 5 p. 100. Quelle est la probabilité à l’orfgine 
de voir sortir ἀπὸ obligation, fixée à l’ovance, au 10° 
tirage ? 

N = 10 000 titres 

= 0,05 


Nous avons : 


Le nombre des titres amortis au 10° tirage sera donc 


d’après la formule (7) : 
0,05 Χ 1,059 
Do = 10000 X 71,050 1. . 
Probabilité cherchée : 


My 0,05 X 1,059 


PIS ST RENE ET NUE ἼΣΩΣ ΠῚ τς 0,046... 


Formule générale  Σ — taux nominal 
n 


Î 


nombre d’annuités 
& = époque pour laquelle on 
évalue la probabilité de sortic d’un titre. 


On aura : 
é xX (1 + A1 , 
ΡΧὰ == (1 τὰ ia 43 1 . {8) 
Remarque. — Π cest facile de vérificr que 


k=n 
\ 
k=1 


Ce qui signifie que l’on a la certitude de voir sorti" 


un litre déterminé à l’un quelconque des n lirages. 


125. Problème 2. —— Avec les données du problème 
précédent, cherchons la probabilité pour qu’un titre 


APPLICATIONS AUX PROBLÈMES FINANCIERS 167, 


ne soil pas encore sorti immédiatement après le 10° 
lirage. 

La probabilité de l’événement contraire (le titre 
est sorti à l’un quelconque des 10 premicrs tirage) 
csL : 


P'io ΞΞ Pa + Ps + -...Ψ. + Pio = 


0,05 μ υ,(0ῦ Χ1,05 0,05 x 1,052 0,05 x 1,05% 
"1,0539.-..}2 ὁ 1,005... 1 1,05».-.1 1,0530...1 
_ 0,05 LEO se a 

= 10507 (1 ᾿Ξ" 1,05 "" 1,05 + sus “«- 1,05 }. 


Les termes centre parenthèses formant une progres- 
sion géométrique de raison 1,05 il vient (V. algèbre 
n° 172). 

0,05 1,0519 — 1 


1,05 — 1 
105 1 * 0,05 


ls HUE ET" 
La probabilité cherchée est : 


1,051 — 1 1,05 — 1,051 


Te Pa Opens Da Um d 
Lio “Ξ- 0,62..- 
Formule générale. — Désignons par Pr ἴα pro- 


babilité pour qu’un litre désigné ἃ l’avance ne soit 
pas encore sorli immédiatement après le kième tirage. 
On a par analogie : 

(LH D — (1 -ἰ ὃκ 
DR me ων 


Fri Δα ct Monice. — Probabilités. 12 
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111. Evaluation de titres et de taux réels. 


126. Notion de taux de revient et de taux de rende- 
ment. 


Il est d’un usage courant que les emprunts soient | 


émis à un cours inférieur à leur valeur nominale. Par 
exemple, une obligation de 500 francs sera payée à 
l'émission 450 francs ; dans ce cas on dit que la prime 
de remboursement est de 50 francs. La société emprun- 
teuse fail une opération à un laux supérieur au 
taux nominal puisqu’en outre du coupon elle paie 
une prime de remboursement. Il arrive souvent qu’elle 
prend encore à sa charge des impôts (timbre, impôt 
sur le revenu, impôt sur la prime de remboursement) 
qui augmentent ses débours. On appelle taux de 
revient le taux global auquel ressort l'emprunt, compte 
tenu des charges diverses que la société assume. 

Le faux de rendement est le taux réel auquel le prê- 
teur place son argent, défalcalion faite des impôts 
qu'il paic et compte tenu des divers avantages qu’il 
cscompte du placement (prime de remboursement, 
lots...). 


127. Problème 1. — Une société émet un emprunt 
dont les caractéristiques sont celles du problème du 
n° 124. On demande à quel prix d'émission un préleur 
doit acheter le titre pour que le taux de rendement res- 
sorle à G n. 109 ? 
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L'acheteur d’une obligation prend à sa charge 
l'impôt sur le revenu de 16 p. 190 du montant du 
coupon et l’impôt sur la prime de remboursement 
égal à 16 p. 100 du montant de Ia prime. 

Le prix d’achat du titre doit être égal à l’espérance 
mathématique du joueur à l’origine, toutes les sommes 
que (οἷ payer la société étant escomptées au taux 
de 6 p. 100 à intérêts composés. 

Les payements faits par la société débitrice sont 
de deux natures : 

1° Remboursement des titres qui constitue [8 
nue propriélé ; 

20 Payement des coupons qui constitue l’usufruit. 

La valeur du titre est évidemment égale à la somme 
de la nue propriété et de l’usufruit réels (défalcation 
faite des impôts à la charge du prêéteur). 

Soit E le prix d’émission, 


a) Calcul de la nue propriété. 
La probabilité de remboursement d’un titre au 
kième tirage est 


0,0 x 1,051—1 


Ἐπ. ἘΞ Be TT dès de "LL | Ὕ . 
Pk 1,05 — 1 (V. formule 8) 
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La somme ne ὁ touchée sera : (valeur nominale 


moins impôl sur la prime de remboursement) : 


16 x (500 — E) 


500 — 
nt 100 


— 420 - 0,16 E. 


La valeur à l’origine de cette somme, cscomplée à 
6 p. 100, cest : 


420 + 0,16 E 
1,064 Ἶ 


L’espérance mathémalique correspondant au rem- 
boursement d’un titre au &® tirage est : 


420 16 ἘΠ 0,05 x 1,05k—1 
1,064 Χ 1,009 EL! 1 Φ 


L’espérance mathémalique correspondant aux 20 
tirages cffectués constitue la nue propriété A du titre. 


li = 20 
Ν TT 420 + 0,16 E 0,05 x 1,054—1 ᾿ 
A Σ 1,064 DONNER Σὰ 
k=1 
ἡ = 1% 
420 + 0,16 E 0,05 δ 1.051 - 
τε 1,06 * 1 08% —T 1,064 —T * 
koi 
20 
1, 054—1 


[La somme D Mr ΠΝ se développe comme suit : 


ner CE | ἜΤΣΙ: 
T 106 DC ΤΣ 06 


EST i D HET 
L ‘ Lu 


HMS TS REPAS, 
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Nous avons la somme de 20 termes en progression 


ἢ } 1,05 
géométrique de raison 1.06 d’où : 


05 0 
1— (5 6) 


1,05 1, 1.05 
ΠΝ ἡ "τῷ 
11 τοῦ ἢ (τς δ] Het το) —- ΡΟΝ 1,05 
Fu 1,06 
1,0629 -— 1,052 1,062 — 1,05% 
“δ 0:05) δὴ | DOTE Lo 
k—20 
YA 1,05 k—1 
Portons cette valcur de D pus) dans 
ΚΞ 4 


l'expression de A. 


4201 0165. 0,05 1,062: 1,052 

D 06 τ πε O0 x ΕΠ 

(420 -Ε 0.16 E) 0,05 | 1,06 - 1,052 (10) 
1,05% — 1 0,01 x 1,06 

A = 251 -| 0,0956 Ε΄ 


A = 


À — 


b) Calcul de l'usufruit. 

La probabilité de toucher le (k + 1)ème coupon 
est égale à la probabilité que le titre ne soit pas encore 
sorti au kième {irage 


1,052 — 1,054 


ON ET Ut (V. formule 9). 


RE 
Le montant du coupon net — coupon diminué 
de l'impôt sur le revenu, soit : 


25 frs — 0.16 X 25 frs τες 21 frs. 


} 
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La valeur à l’origine du (k + 1 
à 


intérêts composés à 6 p. 109, soit : 


21 
1.06 FT (V. formule 2). 


T'espérance mathématique correspondant 
(4 + 1)ième coupon est donc : 


au 


1 91 1.059. 1,05 
Loc et Ῥὰ = ΤΟ ΘΕΡΙ X ppm 1 ? 


L’espérance mathématique pour une obligation 
est égale à la somme des espérances mathémaliques 
correspondant à chacun des 20 tirages. 1516 repré- 
sente l’usufruit, U, du titre : 


Ht:—19 
“D PR 1,052 — 1,054 
7 Ai DOGFFI APTE Te ΦΗΙ 


k—19 
Hein 1 Ἢ 1,05% — 1,054 
ΤΉ ΣΕ ἼΩΝ 1,052 — 1 ps 1,064 ᾿ 
τς θ 


k=19 k— 19 
à 1,052 1,05# δ 1,0520 Ÿ ( 1,05 κ 
ἐπ RÉ ΠΥ ΤΙ 2 1001 LANG 
D = 0 ἄτεῦ 


vi 1,052 1 1 1 
2 1,064 == 1,055 (: Ὁ 1,06 + 1,06 +... + τόδ) 
_— 


ième coupon est égale 
la valeur actuelle du coupon net cscomptée à 
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Nous avons entire parenthèses 20 termes en progres- 


1 
sion géométrique de raison 1.06 d’où : 

k=19 ᾿ 1 , 

ΠΕ 0059. 1.050 1,06 

1,06} ἴ 14 1 
ἘΣ 1.06 
TA RE" 
= 105% __1,06 1 


0,06 X 1,061 " 


Nous avons évalué dans le calcul de la nue propriété 


1: ἐς.) 1,062 —— 1.059 
“-᾿ ΒΩ ἘΠ τον 
11,052 — 1,05 
Faisons la substitution de LS La ὁ εἰν nt τοι äaans 
gi À 1.06Κ 


l'expression de Ὁ, il vient : 


1 1,0520(1,00%—1) : 1,082—1,0520 
= is 4 γυς 
ΠΣ ΤΣ |” 0,06 X 1,009 0,01 X es | an 


Tous calculs faits, on oblient : 
ΤΠ = 130. 
Le prix d'émission, E, d’une obligation doit être : 
E=A<+U 


E = 381 + 0,0956E 
0,9044 I: — 381 
- 381 
ἘΞ “0,9044 — 421 Îrs. 
Le prix de 421 francs étant évalué au taux de 


6 p. 100, cela signifie-t-il qu’un capilaliste, qui achète 
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un titre au prix de 421 francs à l’émission, obliendra 
un taux de rendement égal à 6 p. 100 ? Evitcmment 
non, le taux net de placement sera supérieur à 6 p. 100 
pour les titres qui sortent au début de la période 
d'amortissement et inférieur à 6 p. 100 pour les tiires 
sorlant en fin de période. Ce taux représente un faux 
moyen : c’est sensiblement celui d’une sociélé qui 
aurait acheté un grand nombre de titres. 


128. Le problème qui se pose pour une société qui 
veut faire un placement est un peu différent de celui 
que nous venons de traiter. La société peut acheter des 
obligations de divers emprunts dont le prix d’émis- 
sion cst déterminé et celle se demande à quel taux 


réel clle place son argent. 


Problème 2. — Soit un emprunt ayant les caracté- 
ristiques définies au n° 124. Le prix d'émission est de 
450 francs et le poricur garde à sa charge les impôts 
sur le revenu οἱ sur la prime de remboursement. On 
demande quel est le taux de rendement pour un capila- 
liste ἢ 

Soit æ Ie taux de rendement. 

L’équation du problème est celle que nous avons 
écrite au n° 127, E = À + UÙ ; nous appliquerons 
les formules (10) et (11) déjà établies pour calculer A 
et U, 
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Somme nette touchée au remboursement : 
50 frs X 16 | 
r 00 [TS - 
500 îrs 100 | 492 Îrs 
Nuc propriété du titre évaluée au taux x: 
0,05 (L + x) — 1,059 
1,05 — 1 * (x — 0,05) (1 - +)® 


(V. formule 10 dans laquelle 0,06 cest remplacé 


À = 492 Χ 


par x). 
Usufruit évalué au taux x : 


U=—=21 1 [1 Mir ἰῖα + se) ἝΣ 11 δι (+ x)" RE oi Ἵ ,0520 ) 
6 ” LOL æ (1 -1- x)?0 (&— 0,05) (1+x)2v) 


(V. formule 11 dans laquelle 0,06 est remplacé par x). 

Equation du problème : 

E = À + Ù = 450. 

Nous ne pouvons songer ἃ résoudre cette équation 
par les méthodes algébriques ; nous allons en cher- 
cher une solution approckhée. 

Nous chercherons 2 valcurs suffisamment voisines 
pour x ct entre ces 2 valeurs nous admettrons que le 


taux varie proportionnellement à la valeur du titre. 
( pour ὦ = 0,055,E = 440 
On trouve ; 
{ pour ἃ τὰ 0,0525,E - 455. 
Quand E augmente de 15 francs, æ diminue de 
O fr. 0025, done quand E augmente de 10, x doit 


0, ἤ ᾿ 
-0,0025 καὶ 10 και 0,0016, 


diminuer environ de : ΤΕ 


æ 


- 
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On prendra pour x : 
0,055 — 0,0016 -Ξὀ 0,0534 
qui correspond à E = 450 francs. 

Remarquons, comme au n° 127, que le taux de 
3,34 p. 100 n’est qu’un {aux moyen, il correspond à 
l’espérance mathémalique du capitaliste ἃ l’origine 
de la période d’amortlissement. 

On peut évaluer le taux réellement obtenu dans 
un exprunt dès que l’on sait à quelle époque le titre 
a été remboursé. La méthode est très simple mais 


ne relève pas du calcul des probabilités car tous 
les payements sont certains. 


DIXIÈME L'ICON 


APPLICATION AUX ASSURANCES 
SUR LA VIE 


J. Les tables de mortalité. 

129. Taux de mortalité. — Considérons un groupe 
d'individus ayant tous le même âge, x, évalué, par 
exemple, à une demi-année près : pour cela on consi- 
dèrera comme ayant 40 ans au 1° janvier 1935 les 
individus nés entre le 1er juillel 1894 et le 30 juin 1895. 
Soit  — 10 000 le nombre de ces individus ; suppo- 
sons qu’on puisse suivre ce groupe jusqu’au 151 jan- 
vier 1936 et soit ἃ = 85 le nombre des décès dans 
le groupe au cours de l’année. 

Il est évident que ce nombre, d, caractérise la mor- 


lalité de ce groupe au cours de l’année et ïül cesl légi- 
d 
time de dire que la quantité q -- ΝΥ 0,0085 est le 


taux de mortalité dans ce groupe au cours de cette 
année. Mais ce résultat ne concerne que le passé, 
or c’est pour l’avenir qu’il nous intéresse. Peut-on le 
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considérer comme une probabilité de décès permettant 
de prévoir le nombre probable de décès à craindre 
dans un autre groupe d'individus de 40 ans ainsi que 
les écarts qu’il y ἃ 99 chances sur 100, 999 chances 
sur 1000... de ne pas voir dépassés en adoptant ce 
nombre. Le problème cest identique à celui que nous 
avons étudié à propos des naissances masculines, 
si on laïsse de côté les difficultés spéciales provenant 
du dénombrement au cours des annécs successives. 


130. Le taux de mortalité peut-il être assimilé à 
une probabilité ? 

Supposons qu’on ait pu observer, pendant une 
année, 5 groupes de » têtes de même âge, 5 et » étant 
de grands nombres, et soient εἶν, d, ..., ας Iles nombres 
de décès observés dans les divers groupes. 

On déterminera, alors, les {aux de mortalité dans 
chaque groupe : 

di da ds 


΄ι = 5 DS ..... Qu = RS 


ainsi que le taux moyen de l’ensemble : 


_htdtH. + ds 
{ S XV 


On cherchera ensuile si les différents écarts, 4 — q 
De — 4, .……., ῆς — Q, Vérifent la loi de Laplace comme 


nous l'avons fait pour les taux de naissances mascu- 
lines. 
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Des travaux récents ont montré que la dispersion 
des taux expérimentaux autour de leur valeur 
moyenne était sensiblement conforme à la loi de 
Laplace. I paraît donc légitime d’assimiler un 
taux de mortalité à une probabilité permettant de 
déterminer le nombre probable des décès dans un 
groupe. 

D'ailleurs, l’accord entre les prévisions ainsi éla- 
blies οὗ les résullais financiers oblenus par les com- 
pagnies d’assurances depuis plus d’un siècle cons- 
tituc la meilleure justification d’une telle assimila- 
tion. 


131. Ajustement. — Les résuilals des dénombre- 
ments permettent de calculer pour chaque âge x 
un nombre 

de, 2 PE Ve 

Vy Dr 
appelé faux brut de mortalité. On peut alors représenter 
graphiquement la loi de mortalité aux divers âges 
par l’ensemble des points ayant pour abscisses les 
âges successifs et pour ordonnées correspondantes 
les taux de mortalité ainsi calculés. On constate alors 
— ainsi que dans la représentalion de toutc loi phy- 
sique obtenue par voice expérimentale — que le 
graphique oblenu en joignant les points successifs est 
très irrégulier. Or il est logique de penser que ces 
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ΤΗΣ --- qui scraicnt d’ailleurs très gênantes 
dans les calculs d’assurances -— sont dues au manque 
de précision et à l'insuffisance des observations, 
chaque taux calculé n'étant que la valeur la plus 
probable du nombre cherché dans Iles conditions 
particulières où les dénombrements ont été faits. ἢ 
est done naturel de remplacer le graphique irrégulier 
par une courbe continue s’en rapprochant autant que 
possible. Cette opération, qui porte le nom d’ajusle- 
ment, peut être exécutée simplement de la facon sui- 
vante. 

Calculons pour chaque taux q+ l'erreur qu’on a la 
probabilité 0,995, par exemple, de ne pas dépasser 
au cours des dénombrements. La table de la fonc- 
tion Θ ou le graphique n° VII montrent que l'écart ! 


qui a probabilité 0,995 de ne pas être dépassé en 
valeur absolue vaut 2,81 unilés d'écart, c’est-à-dire 


«---- —, 


PER ss, 
ἰ = 2,814 X de ΝΙ 


7 


n étant le nombre des individus constituant, au début 
de l’année, le groupe qui a donné lieu au calcul du 
taux particulier 4 voisin de la probabilité de décès 
cherchée. 

Si, par exempic, la détlerminalion du {aux de 
mortalité à 30 ans ἃ élé cffectuée à l’aide d’un groupe 
contenant au début de la période d’observation 
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40 000 individus ayant donné lieu à 284 décès au 


cours de l’année d’observalion, on aura 


284 
Bo Ξ "49 00 — 0007 
et 
0,0071 X 0,9929 
l == ἃ $1 és Οἱ ge. x ἘΞΞΞ 4 
των 40 000 DE 
IN y a donc 995 chances sur 1 000, c’est-à-dire 
presque cerlilude, pour que le taux de mortalité à 


30 ans soit compris entre 0,0059 et 0,0083. 


G,025: 


RE παν ΤΣ 
SALLE Lirkes erreurs 
st Joux austé 


6,00 —— | —— 
Âdes 
45 $o 5 
l'is, 30. — Taux de mortalité. 


Si on répèle ce calcul pour chaque valeur de 4 
et si on porte sur l’ordonnéc correspondante et de 
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part et d’auire une longueur ἰ on encadrera le gra- 
phique irrégulier inilial entre 2 autres qui en sont 
d’autant plus voisins que n est grand, c’est-à-dire, 
que la valeur du taux brut correspondant est plus 
précise. Dans le canal ainsi formé, assez large en chaque 
point, mais dont la largeur utilisable est réduite par 
ses irrégularités mémes, un dessinateur habile pourra 
tracer une courbe continue passant tantôt en dessus, 
tantôt en dessous du graphique initial et s’en écar- 
tant ic moins possible (V. fig. 30). 

La mesure des ordonnées de cetle courbe fournira les 
laux ajuslés utilisés pour les calculs d’assurances 
sur la vie et dont on trouvera ci-dessous deux tables 
réduites extraites des tables employées par les com- 
paguics françaises. 


132. Tables des compagnies françaises. 

Les compagnics d’assurance opérant en France 
ont élabli deux tables d’après leur clientèle : 1° la 
table AFF relalive aux assurances en cas de décès ; 

20 La table RF relative aux assurances en cas de vie. 

Les laux de la seconde sont plus faibles ; cec 
lien’, d’une part à la sélection naturelle des assurés 
et d'autre part à la différence de réparlition des âges 
à l’entréc dans l’assurance qui sont, en général, plus 
élevés pour les rentlicrs viagcrs que pour les assurés 
en cas de décès. 
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Connaissant Iles taux de mortalité, il est facile 
d’en déduire unc {able de survie qui donne le nombre 


© —  — — — + 2 1 ὡς RE  - σα ......ὕὦ 


TAUX DE MORTALITÉ 
AGES 


de vivauts à chaque âge d’un groupe iniiial arbitraire 
(1 000 000 de naissances pour les tables AF et RF). 


11. Calcul des primes d’assuranco sur la vie. 


133. Les tables de mortalité nous permettent de 
calculer les probabililés de vie οἱ dé décès pour des 
assurés d’un âge déterminé (v. n°% 33 à 86). Les com- 
pagaics &’assurances sur la vie font toutes les opé- 
rations financières ayant pour base la durée de la 
vie humaine. Un contrat d’assurance se présente 
comme un jeu : l’assuré moyennant une mise (la 
prime d’assurance) escomple un enjeu (le mont!aut 


Finianac et Moi. — Probabilités ΩΣ 


Ἴ WU « 
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du contrat). Il touchera cet enjeu si l’événement 
aléatoire prévu par la police d’assurance, vie ou décès 
de l’assuré, se réalise. On appelle prime pure la prime 
d’assurance qui correspond à un jeu équitable entre 
l’assuré et son assureur ; elle cest donc égale à l’espé- 
rance mathématique de l’assuré. 

Nous allons voir le calcul des primes purcs pour 


quelques contrats simples. 


À. ASSURANCES EN CAS DE VIE. 


134. Problème 1. —CAPITAL DIFFÉRÉ SUR UNE TÊTE. 

Une personne, ayant acluellement 40 ans, désire 
contracter unc assurance pour un capital de 100 000 
Jrancs qu’elle touchera à 60 ans st elle est vivante. Si 
le décès survient avant sa 60° année, l’assuré n’a droit 
à aucune indemnilé (on dit que le différé est de 20 ans)- 
Quel est le montant de la prime ? | 

(Taux de capitalisation 3,5 p. 100, table R F.) 

La probabilité pour l'assuré de toucher 100 000 
francs dans 20 ans est p} (V. n° 33). 


A l’origine du contrat, la valeur actuclle de l’enjcu 
100 000 f ἔ 100000 νι 2T, LÉ le 2 
( r.) es ἘΠῚ: (V.n , formule 2). 
Donc, à l’origine du contrat, l’espérance malhéma- 
tique de l’assuré est égale à la prime, soit s 
100 000 


“1,035% 


Ἐπ = X pe. (1) 
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Cecile expression peu s’écrire : 


100000 À Pa 
" 1,0352 Do 
50 
1,035 © 
= 100000 ------- -α 
.ς Dan δ᾽ 
1,035 
Si l’on pose ! 
D @ 
τυθὸς — Ps 
on aura: 
D» 
æ — 100000 X -ο 
D 


I existe des tables des nombres D, pour toutes 
les valeurs enlières de x, édilées par le conuié des 
compagnies d'assurances sur Ja vic. 

On lit dans ces tables : D,, τῷ 69 382,91 

Di ="180179 24 

D'où : 

69 382,91 


ins) εἰ Ὁ ODOGETE 
ΓΕ 179 7 38 295 Îrs. 


r = 100 000 Χ 


135. Problème 2. — CAPITAL DIFFÉRÉ SUR UN 
GROUPE DE 2 TËTLS S'ÉTEIGNANT AU DERN ER DÉCÈS. 
Deux personnes d’'dges aclu2ls 35 οὐ A0 ans désirent 
s’assurer pour un cupilul de 100 000 francs qu'elles 
toucheront dans 20 ans si foules deux où l’une quel- 


conque d’enire elles sont vivantes à celle époque. 


— 
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Quelle est la prime à verser ? 

(Taux de capitalisation 3,5 p. 100, table REF.) 

La probabilité pour les assurés de toucher 100.000 
francs cst 


pee SUP Pa τ Pæe (ν; n° 36). 


35,4 
100 000 


La valeur actuelle de l’enjeu cst — 1,085 


D'où l'espérance mathématique des assurés (prime 
unique du contrat) 


100 000 à 
Ἄ = 4 ,03: 35 ET X (p} + Ps ΠῚ Pa 15,40 
_ 100000 / vx. PAL MIEL πὸ Do \ 
71,035 Los Lao Das Dao / 
Με 0 ia D:0 DGA 
LE 035 εὐ ἀπ" Des 103800 
zx — 100 000 ἰ — — —— 
Vus NUL ΕΝ Vas ps Panne 
1,035% 1,035 1,055 


soit en introduisant les nombres D. définis au n° 134. 
r Ὁ Ῥω f Ugs ) | 
x = 100 000 | ---- 1 — ---- 
Ds id. 18, EL Us5 ὁ 
Dy = 223680; Ds = 9 su Dour 1811 908} 
θυ = 09382,91: vo, ΞΞ 603634; νὼ ΞΞ 740 508. 
— 47989 francs. 


136. Problème 2. ---- ΠΕΝΤΙΣ VIAGÈRE IMMÉDIATE SUR 
UNE ΓΟ. 


Une personne de 50 ans désire s'assurer une rente 
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de 6 000 /rancs jusqu'à son décès. Quelle doit étre sa 
prime d'assurance ? 

(Taux 2,5 p. 100, table ΒΓ) 

La prime de cette assurance est égale À l’cspérance 


malhémalique de l'assuré qui se compose de la 


6000 6000 6000 6000 
$o Si 52 53 105 
Fig. 31 


[ 
somme de ses espérances mathématiques à 51 ans, 
à 02 ans, à 93 ans. jusqu’à l’âge limite de la table 
105 ans. 


Ces cspérances mathématiques sont 5 


6 000 D a : 
ἔξι — 41035 X Po = 6000 Χ TA (V. n° 151) 
6000 “ν D 
6 000 al Dins 
Go = gene X Po OU X ν 


D'où la prime : 


HE Dos + Don He + Dos 


-- 6000 X D 
60 


:2S tables fournissent les nombres Νὰ définies par la 
cla!ion : 


Nz = ΩΣ + Dz+1 + Dr+o + .… + D04 + Dos- 


FE = = ἐς ας" 
πόρε δ ΞΩΣ 


LS 


= = μ = =. € ”, τ. »- à . . 
« 3 - - > Id, ds 2 "rt nn Υ -ν 1 - 
τας ον ας τς αἰ ας τιον απὸ ρῶς τα NT ΟΣ ΞΟ, 


ἄς 
ES 


= δ, σα 
LE 


Faite 7 
.-- 


L 


ER | 
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On peut donc écrire : 


1 631 802, 


Na 
m = 6000 x -" - = 6000 X X RS 


- — 80 442 frs° 


B. ASSURANCES EN CAS DE DÉCÈS. 


191. Problème 4. — ASSURANCE VIE ENTIÈRE. 

Une personne d’&ge actuel 30 ans désire assurer à 
ses hériliers un capital de 200.000 yrancs payable à 
son decès quelle qu’en soil l’époque, On demande la 
prime de celle assurance ? 

(Taux de capilalisation 3,5 p. 100, table AF.) 


So sil 32 33 103 
ΕἸΣ. 32, 


L'âge limite de la table AF (assurés francais) est 
103 ans. Calculons l’espérance mathématique de l’as- 
suré au monicnt de la signature du contrat. 

La tahle nous permet de calculer les probabilités 
4. 4e, 4)..., probabilités pour l'assuré de décéder 
Ja 170, la 2°, .…, la nième annéc après la signature 
du contrat (V. n° 34). 

On admet que les décès se produisent, en moyenne, 
au milicu de l’annéc, de sorte que le capital de 


1 1 1 
200 000 francs pourra être payé — 1, 2 5) M 


D Lu 
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1 
Zoe années après la signature du contrat, les 


probabilités correspondantes étant g.}, 2) (AE Ν νος 


30° ‘3 
(A +1), 
Lo 


Donc, à l’origme, l’espérance mathémalique de 


= 


l’assuré est : 


200 PAUSE 200 000 ες, 200 ee 
= τὶ q + X Le 
1,035 Ὁ - 1.035 Ὁ 1,035° 
200 000 


PTE x qi + 1) —- ns 


la sommalion est étendue jusqu'à l’âge limile 105 


ans. 
ἘΆΝ bon an Lie 
ATEN 0 30 so 
Don — V0 n +1 dotn 
{ séin #L -: 
Le Ὁ} τ ἈΠΟ TE DR LE SUN D Ἢ 
“0 50 
D'où : 
1 dan 1 a \ 
-- 200 000  —$ X EE —_——© X + 
Dao 19 1 — Lao 
1,035% 1,05515 


Les tables donnent les nembres suivanis : 


Da = — 


πο + Cota + Crpo  ... Ἑ Ομ. 
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Par conséquent : 


1 EE 
; D '4 LUN -- 1,055 31 . Cu 
103517 Va VDS 
,03540 Ps 


πὶ S’Cerit alors : 
᾿ 


ἔνι ὅθι Ἶ 
π-- 200 000 ΠΕ + τε + + je) 


130 δῆ Do 
— 200000 X τοῦ — + 2 60077 
O OO X Du 200 000 X “71 717,2 69977frs 


C. COMBINAISON DES ASSURANCES EN CAS DE VIE 
ET DK DÉCÈS. 


138. Problème 5. — ASSURANCE MIXTE. 

Une personne de AO ans désire s’assurer un capital 
de 100 000 francs payable à 60 ans si elle est vivante. 
sous la réserve qu'en cas de décès avant 60 ans ce même 
capital soit payable à ses htriliers. Quelle doit étre 
la prime unique du contrat ? 

L’espérance mathématique de l’assuré se décom- 
pose en 2 parlies : 

19 Espérance mathématique d’un capital de 
survie de 100 000 francs, soit πὰ; 

29 Espérance mathématique d’un capital dc 100 000 
en cas de prédécès soil πα. 

Nous avons Lrouvé πὶ = 38.295 (V. n° 134). 
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D’après le problème du n° 137, on voit que 


ν᾿ C MALE" C. 
F3 = 100000 X Qu On ESS Ou 
49 


2%) 00 000 x (Cao Ἢ (μι AK “.. + Cros) τῇ (Co Gen + “4. +- C0) 
Duo 


Mio M 


| 78233 — 41 735,33 
100000 ES D ΤΥ Δ 22727 *2290,08 


Du 179 660,8 
= 200/1. 


La prime unique de l’assurance sera ! 


T = 7% + πὸ — 38295 + 20871 = 59166 frs. 


139. Principe du calcul des primes annuelles via- 
gères. 

En général l’assuré paic au début de chaque année 
unc prime dite prime annuelle. 

Calculons la prime annucille dans le problème du 


Los] ὌΣ τὰ ἋΣ 


Dr 


doans 41 42 59 60 8Π3 


l'ig. 33. 


n° 134. Soit τὸ, la prime que vorse l'assuré au début 
de chaque année, s’il est vivant. 

Le taux de capitalisation des prines étant 3,5 p. 100, 
h l’origine du contrat l’espérance malhémaiique de 
l'assureur est ; 
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τε D ; 
E=5+ 03% X Pot πε ΧΡ» +5 X XP 


1,0352 
D, Ds: D 

= τ (1 ET LE LL, =) (V. n° 134) 
] UT ] } 40 1) 


ΒΡ + θὰ ἫΝ Dis + ὦν 1 
D 


=D XX 


No — N 


= X LANDE (V. n° 156). 


Le jeu étant équitable, l’espérance ma‘hématique de 


l’assuré est égale à celle de l’assureur, 


: No No 
ἢ π᾿ ἢ πα τῷ 9 Dy 
D 
Ξ-Ξ- ΣΝ = 38295 
DU=TrX NA NS OT TX 30 29) 
181 179,7 
wo = 38295 X = 2842 frs. 


‘3218 499,7 — 808 530,41 


La méthode que nous venons d’appliquer nous 
permet de calculer la prime annuelle d’un contrat 


quelconque dont on a calculé la prime unique. 


ITT. Du fonctionnement des compagnies d'assurances. 


140. Notion de chargement de sécurité. 

Nous avons vu au n° 117 qu’une compagnie d’as- 
surances qui joucrait un jeu équitable, c’est-à-dire 
qui ne percevrait que des primes pures, aurait de 


grandes chances de se ruiner. Donc le contral ne peut 
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pas correspondre à un jeu équitable : Ja prime pure 
subit une majoration qui constilue le chargement 
de sécurité. 

Nous allons déterminer ce chargement pour unc 
compagnie qui a fait 100 000 contrats de capital 
différé de 10 000 francs chacun sur des têles de 
40 ans, le différé étant de 20 ans. 

La probabilité pour la compagnie de payer 10 000 
francs pour un contrat est 

D 947 


Da TT RL 


Sur 100 000 contrats Ia compagnie peut donc 
s’attendre à en payer 76 000 # {| (ἰ — écart absolu). 

La prime pure suffira à payer 76 000 assurés. Si 
la prime purc est majorée de m le gain possible de la 
compagnie sera : 

G — 100 000 m + 1 x 10 000 
Pour que G soit positif il suffit que : 
100 000 m >> χ 10 000 
l 
MZ 70 : 

Cherchons la valeurde Pécari absolu qui a 9999 chances 
sur 10 000 de ne pas être dépassé 

0 (3,80) — 0,9999, l'écart relatif est x —= 3,80 
et l’écart absolu correspondant : 


Lu Xx—zxV/npq = 3,81/100000 X 0,76 x 0,24 — 
— 5195 cnviron, 


| 
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d’où l’on tire : 
515 
πὶ.» EG" 
m >51,9 
La compagnie qui majorec la prime du contrat de 
91 fr. 50 a la certitude morale de ne pas être en perte. 
Dans touiles les entreprises commerciales spéculant 
sur le hasard un chargement de sécurité est nécessaire. 
En plus de ce chargement de sécurité il cst légi- 
time qu’une compagnic d’assurances incorpore dans 
les primes qu’elle perçoit les fraïs que lui occasionnent 
sa gestion, le payement de ses démarcheurs, οἷα. 
La prime pure majorée de ces divers chargements 
s’appelle la prime commerciale. 


141. La division des risques. 

Nous venons de voir qu’une compagnie A, qui fait 
100 000 contrats de capital différé de 10 000 francs 
sur des têtes de 40 ans, le différé étant de 20 ans, 
a la probabilité 0,9999 de ne pas dépasser l'écart 
absolu 515. La variallon de Dbénéfises que peut 
envisager celte sociélé gst : 10 000 x 515 x 2 — 
10 300 000 (rancs. 

Soit une 29 compagnie, B, qui a fait 1 000 contra's 
de même nature que les précédents, le canital assuré 
par contrat élant 1 000 000 de francs. Le montant 
des capilaux assurés par les compaguics Α οἱ B est 
le même (1 milliard). 
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L'unité d'écart pour B est : 


/1000 X 0,76 X 0,24 = 13,55 environ. 
… L'écart relalil que B ἃ 9 999 chances sur 10 000 de 
ne pas dépasser est 3,8 [0 (3,8) — 0,9999] qui corres- 
pond à un écart absolu : 
13,55 X 3,8 — 91,5 

De sorle que pour B la variation des bénéfices 

ἃ envisager avec les mêmes chances que A est : 
1:0900 000 253,5 1% 22=17103:000 000. 

Cet écart de bénéfices est 10 fois plus grand que 
pour À. La compagnie B aura donc moins de stabilité 
financière que A. Cela lient au fail que pour le même 
capital global assuré le risque de A est réparti sur 
un plus grand nombre de contrats. 

Une compagnie d’assurances doît préférer un 
grand nombre de risques de peu d’importance à un 
pelit nombre de gros risques, il faut donc qu’elle 


divise le risque couru sur un grand nombre de contrats. 


142. Qu'est-ce que le plein ? 

Une compagnie, soucicuse de sa bonne marche, 
peut se demander quel risque maximum il 11 est 
possible d’assurer, étant donné les capitaux dont 
celle dispose. Cette limite s’appelle le plein. 

Soit une compagnie d’assurances qui fait 100 000 
contrats de capital différé de C francs chacun payables 
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dans 20 ans sur des ἰδίος d’âge actucl 40 ans. La 
perle maximum que la compagnie peut envisager 
sur ce groupe de contrats étant de 1 000 000 de francs 
on demande quel est son plein ? 

D’après les résultats du n° 140, la prime augmentée 
du chargement de sécurité de 91 fr. 50 pour 10 000 
francs sera : 

51:5 ΧΟ 


GOT 10 000 


= 0,76 C X 1,007 


(on suppose la prime payable à l’échéance du contrat). 
La compagnie considère comme une cerlitude la pro- 
babilité 0,999 999. Celle probabilité doit être supé- 
rieure à ΠΟΙ]. que nous avons admise pour le calcul 
du chargement de sécurité (0,9999) car {a compagnie 
lient compte des écarts les plus anormaux, qui n’ont 
que {rès peu de chances Ge se produire, pour lesquels 
celle ferait entrer en jeu sa réserve de prévoyance «le 
1 000 000 afin de solder le déficit. 

La table de la foneli®n Ὁ nous donne (V. n° 67). 

0 (4,9) — 0,999 999. 
L'écart absolu correspondant à l'écart relatif 4,90 
est : 
L— ux — 100 000 x 0,76 x 0,24 χ 4,9 — 
— 666 environ. 

Le nombre des contrats à rembourser à C francs 

sera compris entre 76 000 -— 666 ct 76 000 + 666. 
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Dans le cas le plus défavorable la perte subie par 
la compagnie sera : 
C x 76 666 -—- 100 000 x 0,76 ἃ χ 1,007. 


Ecrivons que cette perle doit être inférieure ou 
égale à 1 000 000 : 


C (76 666 — 76 000 X 1,007) «( 1 000 000. 
34 C « 1 000 000. 
C - 29 500 francs environ. 
Le plein pour ce groupe de contrats sera de 29.500 


francs. Cette valeur maximum dépend évidemment 


de la valeur de Ja fonction 6 (x) que l’on considère 
comme équivalente ἃ la certilude ct qui traduit la 


prudence des administrateurs. 


143. Variations du plein avec le nombre des contrats. 
Soient : n = nombre des contrals identiques. 


C = somme slipulée au contrat. 


p = probabililé pour la compagnie de payer 
le capital C. 

P = prime pour une assurance de 1 frane, 

compte Lenu du chargement de sécurité. 

τὸ — perle maximum qui peut êlre envisagée 


par la compagnie. 
ἰ — cart absolu correspondant à une va- 
leur déterminée de 0 (x), donc de 
l'écart réduit x. 


Ἂ 
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Dans le cas le plus défavorable la compagnie 
paicra C pour (np - D) contrats. 
Nous devons avoir la relation : 


C(+D—nXxPXC<L 7% 
or 


l=ux = αὶ Γ. inpq 
d’où: 


C(np + x ν inpq) — nPC < æ 


C< ω 


np Ἐπ ὴῊ mpq—nP. 


Si l’on néglige le chargement de sécurité P = p, 


il vient alors : 
τὸ 
C « TEL HT ie ee D 
TX ν npq 

On peut admettre que x est proportionnel au nombre 
des contrats, la réserve de prévoyance devant êlre 
d'autant plus grande que la compagnie brasse plus 
d’affaires. 


Si l’on pose x = Xn il vient : 


kn 
ο « 
L inpq 
k Un 
G < CES — À 
x V pq 


le plein est donc proportionnel à la racine carrée du 
nombre des contrats. 


% 
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144. Pour traiter les questions de division des 
risques et de plein, nous nous sommes placés dans le 
cas très simple où fous les contrats sont identiques ; 
ces problèmes sont done beaucoup plus complexes 
dans la réalité. 

Cependant nous pouvons conclure des notions 
qui précèdent qu’une compagnie ne peut pas accepter 
un risque quelle que soit son importance. Si un 
contra cst très gros, elle n’en gardera pour elle qu’une 
fraction égale à son plein ; l'excédent du risque est 
cédé à une ou plusieurs compagnies : on dit que la 
compagnie se réassure. On comprend maintenant 
le rôle nécessaire que joue la réassurance dans le com- 
merce des assuranccs 
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VARIATIONS D'UN CARACTÈRE 
DANS UN GROUPE DONNÉ 


145. Séries biométriques. 

Jusqu'à présent nous n’avons envisagé que la fré- 
quence d'ux événement donné E au cours d’un nombre 
déterminé d'épreuves, Dans chaque épreuve l’événe- 
ment E pouvait se produire où ne pas se produire, 
ais 11 n'était pas question d’envisager son intensilé. 

Nous nous proposons maintcuant, étant donné 
us groupe d'individus ou d’objets inanimés, de me- 
surer chez chacun d’eux l'intensité d’un certain carac- 
tère susceptible de prendre un nombre fini de valeurs 
différentes et de compler le nombre d’individus 
chez lesquels ce caractère ἃ unc valeur déterminée : 
par exemple un naturaliste (Pledge) ayant recueilli 
1 009 fleurs de Renoncules a compté celles qui avaient 


3, 4, .… pétales : 


Pétales 3 4 5 6 7 
Nombre de fleurs 1 20 959 


μι 
CC 


ε΄ μείνας Suns 
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Dans d’autres cas, le caractère étudié sera suscep- 
tible de varier d’une façon continue, mais on pourra 
se ramener au cas précédent en déterminant le nombre 
des individus pour lesquels ia mesure du caractère 
considéré est comprise entre deux limites voisines, 
différant d’unc quantité constante que l’on aura choisie 
assez petite, mais compalible avec la précision des 
mesures effectuées. Par cxemple, on pourra étudicr 
Ja taille des conscrils d’un département en prenant 
1 m. 65 pour tous ceux dont la mesure est comprise 
entre 1 m. 64 et 1 m. 66. 

De même, un tour automatique ayant été réglé pour 
produire 10 000 pièces dont une section cylindrique 
doit avoir 8 millimètres de diamètre, on pourra, 
pour se rendre compte de la précision de cette machine, 
déterminer combien de ces pièces ont un diamètre 
compris entre 799 ct 801 centièmes, 801 et 803... en 
prenant à chaque fois comme mesure du diamètre 
le milieu de l’intervalle, soil 800, 802... 

D'’unc façon générale de parcilles séries sont appe- 
lées séries hélérogrades. Dans le cas particulier où clles 
s’appliquent à l’élude des êtres vivants on les nomme 
séries biométriques. 

146. Koprésentation graphique. — Dans tous Îles 
cas considérés, si N cest le nombre total des indivi us 
du groupe étudié, n le nombre de ceux chez lesquels 
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le caractère envisagé a pour mesure ὦ la série caracté- 
risant cet ensemble scra formée par l’ensemble des 
couples de nombres correspondants (1, n}), la connais- 
sance de n pouvant dans chaque cas être remplacé 


l n 
par celle de la fréquence correspondante f = Ne 


Cet ensemble pourra dans tous les cas être repré- 


τὰ 


ιν: |, LU} Le ls 


Fig. 34. 


senté graphiquement par l’ensermble des points ayant 
lcs valeurs successives de L et n pour coordonnées. 

Si on prend pour unité d’abscisse la différence sup- 
posée conslante enire 2 valeurs successives de ἰ et 
si on construit, pour chadgue valeur de Z, le rectangle 
de base horizontale égale à l’unité, comprise entre 


1 1 
| — 5 et À + 3 et de hauteur égale à la valeur 


correspondante de n, l’aire de ce rectangle sera me- 
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surée par le ncembre des individus présentant le 
caractère étudié avec l'intensité ἐ (V. fig. 34). 

La somme des aires de ces rectangles scra égale à N, 
Si on porile en ordonnécs les fréquences ἢ ἧς... et non 
Le repélilions la somme des aires scra égale à l’unité. 

De même, dans le cas d’un caractère susceptible 


de varialion continue si on suppose que l'intervalle 


τ 
in en ee = ee en © ὦ νῷ ὦ “- œ 


mm me un ut fu tie le mn cn de ÉD MD ὦ. [ee] 


ΞΊΞ 
«- 


Fig. 35. 


élémentaire pris pour unité d’abscisse devient de 
plus en plus pelit, les rectangles successifs deviennent 
de plus en plus étroits et leurs bases supérieures 
jalonnent uno courbe lelle que l’aire comprise entre 
l’axe des abscisses, la courbe et les deux ordonnées 
extrêmes soit égale à N ou à l’unité suivant que les 
ordonnées expriment des répétitions ou des fréquences. 
(V. fig. 35). 

Si on applique cette étude aux phénomènes Îles 
plus divers, il n’y a aucune raison pour que le poly- 


ἽΝ 
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gone ou la courbe de fréquence obtenus aient une 
forme particulière. De même, il ne faut pas énoncer 
à priori que la probabilité pour que le caractère 
étudié ait pour mesure ἰὼ esl mesurée par la fréquence 
ny : À 

ἢ = NN > δ ce qui revient au même que la proba- 
bilité pour que le caractère soit compris entre 1 et 
l est mesurée par l’aire ABB’A’. 

Cependant dans beaucoup de cas la ressemblance 
entre la courbe de fréquence (ou la ligne polygonale) 
et la courbe en cloche permettra d’intéressantes con- 


clusiors. 


147. Etude d’un exemple. --- Considérons la statis- 
tique suivante donnant la répartition des tailles de 
500 cnfants de 10 ans, l'intervalle élémentaire étant 


2 centimètres. 


TAILLE | NOMBRE 


VARIATIONS D'UN CARACTÈRE 205 


Nous remarquons immédiatement que les valeurs 


obtenues 56 sroupent à peu près symétriquement 


aulour d’une valeur centrale et que les nombres n 


en ce de M nt nt CU AN ME MEME AAA As ue mine Ein de dm num mon 


Unité γῶν 
C7 
18 


20: 


FA 


ne flo 146 150 152 


Fig. 36 — Répartition des tailles de 500 cnfants. 


sont de plus en plus petits à mesure qu’on s'éloigne 
de la valeur centrale. Ces particularités sont mani- 
festéces très clairement par le polygone de fréquences 
ci-dessus (fig. n° 36). ; 
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Cherchons maintenant la taille moyenne de 500 
enfants et étudions les écarts à partir de cette valeur 
moyenne. 

La taille moyenne est égale à Ia somme des laïlles 
des 500 enfants divisée par 500. On peut simplifier 
le calcul par l’arlifice suivant : si on prend comme 
origine la valeur approchée 1 = 130, les civerses 
tailles peuvent s’écrire 


130 — 22, 130 — 20, ..... LOS 130 + 22 
et la moyenne cherchéc est 
1 
ME [1 x (130 — 22) + 3 (130 — 20) …. + 


Ἔ APR 1307. .- 1 Χ (180022 


ou, en groupant les termes correspondant ἃ des écarts 
égaux en valcur absolue 


1 
πὶ = -[500 xX 130—2xX2—-6Gx4—17 x 6— 


500 
SEX SU A X 10 82 LC Al 


384 


εἰς De le m 23. 
180 500 129 cm 23 


A parlir de cette valeur moyenne nous pouvons 
former le lableau des valeurs absolucs des écarts : 


On en déduit la valeur de l’écarl moyen expérimental 


1 
En τα 500 [21,23 + 3 X 19,23 + .....] 


Em ve ne 6,67, 


NOMBRE 
d’écarts 


ainsi que 105 valeurs de l'écart quadratique moyen 
expérimental 


Fa Bar 
PIQUE EE 2 ( δν 
€'q \/ 506 (21,23? + 3 x 19,23? + …..] 
€'a — 7,97. 


On a 
er 7,97 


hs 


a ETAT 


d’où une autre analogie avec les écarts théoriques 
correspondant à des Lirages dans unc urne de composi- 
tion constante. Nous avions trouvé dans ce cas (n° 95) 
6 
-- = 1,25. 
Om 
148. Cherchons maintenant la fréquence expéri- 
mentale d’un écart compris en valeur absolue entre 0 
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el α, par exemple pour les valeurs arbitrairement 
choisies. 
à 2 MRADME 
Le nombre d’écarlts compris entre 0 οἱ 10 (x — 10) 


étant 393, la probabilité expérimentale d’un écart 


compris entre Ὁ οἱ 10 est EG 


D'autre parti, nous savons (V. n° 95) que dans le 


= (0,780. 


cas de la distribution normale, Punilé d’écart est 
liée aux écarts fondamentaux par les relations 


Con 


MATE 


ce qui nous donne dans le cas acluel les 2 valeurs 


τι TRE T 


voisines 8,4 οἱ 7,97. Si nous prenons pour unité 


ΕἼ. 37. 


d'écart l'un de ces nombres ou leur moyenne u = 
8,18 la table de Ia fonction 0 (x) nous donne, dans 
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ces condilions, les probabilités théoriques d’écarts 
compris entre 0 el α, pour les valeurs déjà envisagées 


de α. Le tableau ci-dessous donne ces divers résul- 


{ais : 

DAT ro PROBABILITÉ 2 PROISABILITÉ 
SR expérimentale U É théorique. 
2 S7 0,174 0,21 0,19 
4 170 0,340 0,49 0,38 
6 248 0,496 0,7: 0,94 
8 325 0,66 0,98 0,67 
10 505 0,786 1122 0,78 
[2 139 0,878 18207 0,86 
14 10 Ὁ 0,926 OL 0,91 
16 478 0,956 1,96 0,95 
15 488 0,976 221) 0,97 
20 495 0,990 2,44 0,985 
22 499 0,998 2,68 0,992 
LE 500 Î 2292 0,996. 


Ce Lableau nous permet de construire les 2 gra- 
phiques de probabilités totales : probabililés Théo- 


riques et probabilités expérimentales (V. fig. 37). 


149. Interprétation des résultats. —- La réparlilion 
des lailles autour de Fa moyenne est donc sensiblement 
la même que celle qui résullerait de 500 séries de 


n tirages (en remetlant à chaque fois la boule tirée) 
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dans une urne de composilion constante, les boules 
blanches et noires étant en nombres respectivement 
proporiionnels à p et q (p + 4 = 1), n, p οἱ q étant 
choisis de façon que la valeur moyenne du nombre 
de boules blanches tirées dans une série οἱ l'unité 


d'écart soient respectivement 


np —= 129,23 


ge nu = V inpq = 8,18 
ce qui donne 
p = 0,49 φ = 0,51 n — 264, 


Ceci n’est qu'une simple image qui ne peut évidem- 
ment constituer une loi biologique. Mais la constata- 
tion de faits analogues dans de très nombreuses sérics 
biométriques a permis d'affirmer que le groupement 
des fréquences autour de la valeur moyenne, confor- 
mément à la loi de Laplace, est une propriété caracté- 
rislique de la pureté de la race ou plus généralement 
de l’homogénéilé du groupe étudié. 


150. Groupes non homogènes. — On se rend compte 
aisément que si on étudiait un groupe de 1 000 en- 
fants de 10 ans comprenant par exemple 500 Danois 
de taïlle moyenne 1 m. 34 ct 500 Japonais de taille 
inoyenne 1 m. 24, la taïlle moyenne du groupe total 
serait encore 1 m. 29, maïs dans l’étude de la répar- 
tition des ailes on trouverait deux zoues de fréquence 
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maximum aux environs de 1 m. 24 et 1 m. 34. In 
effet, dans un parcil cas la courbe de répartition de 
l’ensemble résulte de la superposilion des 2 courbes 
partielles : et si les 2 valeurs centrales sont suffi- 
samment écarlécs, la courbe résullante pourra prée 
senter 2 maxima (fig. n° 38). 


Le défaut d’homogénitté de l’ensemble serait mis 


Fig. 38. 


en évidence par une telle étude. On en trouve un 
exemple frappant dans une étude faite par Ber!illon 
sur les tailles des conscrits du département du Doubs 
au cours de la période 1851-1860. Cette statistique 
donne indépendamment des valeurs cxirêmes les 
répélilions : | 


6761, 11835, 17061, 14358, 17701, 12937 7692 


pour Iles tailles comprises, dans chaque intervalle 
de 1 pouce, entre 4 pieds 10 pouces et 5 pieds 5 pouces 
(1 picd = 12 pouces = 12 X 2 cm. 7). 
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Bertillon explique ces résuliais par le mélange de 
2 races : ccltes et burgondes à l’origine de la popula- 
tion actucliic. 


151. Cc caractère d’homogénéilé des races pures a 
trouvé son application non seulement dans l’explica- 
lion de phénemènes observés mais aussi dans des 
études de sélection : on peut ciler à ce sujet les impor- 
Lants travaux de M. Blaringhem pour obtenir une 
race d'orge très pure présentant une grande fixité 
de caractères quelle que soit la région de culture et, 
pour cetie raison, particulièrement appréciée par les 
brasseries. 

D'une manière générale, FPétude précédente appli- 
«τόρ à une série de valcurs numériques d’un carac- 
ère flucluant — c’est-à-dire susceptible de prendre des 
voleurs diverses — permettra de voir si sa variation 
autour d’une valeur moyenne suit la loi de Laplace. 
Ensuite dans cetle hypothèse, aui se réakse assez fré- 
quemment, cette même loi de Laplace permettra de 
chijfrer la variabilité du caractère étudié autour de 
ceile moyenne. Dcux nombres, la valeur moyenne ct 
lV'un des écarls fondamentaux étudiés plus haut caracté- 


riscront l’intensilé οἵ la variabililé du caractère étudié. 


152. Quelques applications modernes.— Par exemple, 
4] est évidemment intéressant de savoir avec auclle 
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rapidité un conducteur d'autobus réagit lorsqu'il 
perçoit un signal visuel : de la rapidité de ses réflexes, 
lorsqu'un obstacle inattendu se présente, dépend la 
sécurité des voyageurs transportés. De nombreux 
dispositifs permeticnt de mesurer ce qu’on appelle 
lcs {emps de réaction. Si on cffectue sur un même 
individu une séric de mesures on conslate Lrès souvent 
que là répartilion des nombres trouvés est conforte 
à la loi de Gauss. 

Si, pour deux individus donnés, les moyennes dif- 
fèrent notablement, par exemple 0 sec. 22 οἱ 0 sec. 29, 
la comparaison des deux moyennes fournira un pre- 
mier élément de classement, mais ce ne sera pas en 
général le plus important. Pour un assez grand nombre 
d'individus la moyenne individuelle sera assez voi- 
sinc d’une moyenne générale et la comparaison por- 
lera par exemple sur les écarls moyens caraciérisant 
la variabilité de chaque série : plus cet écart moyen 
sera petit, plus il y aura de chances pour que, dans un 
cas particulier, le Lemps de réaction de }individu 
étudié s’écarte peu de sa valeur moyenne, 

De nombreuses techniques basées sur la mesure 
de ccriains caractères psycho-physiologiques sont 
à l’heurc actucile employées par les grandes compa- 
gnics de transports (aulobus, chemins de fer, avia- 
tion...) pour la sélection et la surveillance de leur per- 


sonnel spécialisé. 


4158 
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De même, dans le domaine industriel, la technique 
moderne envisage la fabricalion en grande série, à 
l’aide d’un outillage spécialise de piéces en principe 
identiques (pieces interchangeables). L’impossibilité 
de réa:iser rigoureusement une telle fabrication 
exige que j’on se contente d’une certaine approxiima- 
tion en plus ou en moins, qu’on appelle {olérance. 
Les limites de cette tolérance dépendent de la pré- 
cision qu’on s’impose à priori ; mais cetic précision 
ne peut être augmentée sans limite sous peine d’aug- 
menter considérablement Ie prix de revient. 

Par exemple si la technique actuelle comporte 
une machine qui fabrique des pièces de 8 millimètres 
dont 99 sur 100 sont comprises centre 8 mm. 2. οἱ 
7 mm. 8, peut-on s’en servir avantageusement pour 
fabriquer des pièces comprises entre 7 mm. 9 et 
8 mm. 1 ? A la probabilité 0,99 correspond un écart 
inférieur en valeur absolue à 2,58 unité d'écart, la 


probabilité d’un écart inférieur à —;— = 1,29 r’est 
pr 

plus que 0,80. On peut donc craïndre d’être conduit 

à metire au rcbut 1 pièce sur 5. On sera donc con- 

duit à envisager l’augmentaiion correspondante du 

prix de revient ou la nécessilé de changer l'outillage 


uLilisé, 


DOUZIÈME LEGON 
APPLICATION αὖ Tir D'ARTILLERIE 


158. La dispersion du tir. 

De même que l’assureur ne peut pour un cas isolé 
prévoir l’époque du décès et envisage seulement là 
rpartilion probable de l’ensemble des capitaux à 
rayer pour un grand nombre de contrats analogues, 
de même l’arlilleur, ne pouvant cenvoÿtr un projec- 
tile en un point précis, est amené à étudier la répar- 
tilion sur Ile terrain d’un grand nümbre de projec- 
üilcs Lirés dans les mêmes condilions. 

Ces conditions ne sont qu’approximalivement les 
mêmes, quelles que soient les précaulions prises. 
Ve très nombreuses pelites causes : petites différences 
dans la charge de poudre, dans le poids de Fobus, 
dans sa mise en place initiale, dans sa forme, dans la 
ι parlition de sa masse, dans les visées ou dans les 
lectures des appareils de pointage... font, que d’un 
projectile au suivant, la vilesse de l’obus au départ 
Alait de petites Variations tant en grandéur qu’en 
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SES + 
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direction. H en résulte donc pour les projectiles tirés 
des écarts en portée ainsi qu’en direction d’où une 
répartition plus ou moins régulière des points de chute 
sur le sol. Ce phénomène est appelé dispersion du tir. 
De très nombreuses cxpériences ont permis de cons- 
taler que cette dispersion obéissait à la loi de Laplace : 
si on observe, par cxemple, une série de 100 coups 
lirés dans des conditions pratiquement identiques 
en atmosphère calme, on constate que la zone battue 
a sensiblement la forme d’une ellipse très aHongte 
dont Je grand axe est dirigé dans le sens du ir. 
Considérons plus particulièrement les écarts en 
portée ; si on désigne par ἅ.» % .… Zoo es porlées ces 


coups successifs on en déduit la porlée moyenne 


PA ΠΣ Ve Re 
ἢ 100 ] 


L'expérience montre que x déicrmince sensiblement 
le petil axe de l’ellipse de dispersion, c’est-à-dire qu’il 
y ἃ cnviron 90 coups en decà et 50 coups au delà de 
la portée x. 


164. Ecarts caractéristiques de la dispersion. — On 
peut ensuite calculer les écarts en portée des différents 
coups par rapport à la portée moyenne | 

€ = [ας πόσος LA 44.415 C100 == FÆivo RS τας χὰ 


et en déciuire 
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1° L'écart moyen du tir 


ΒΡ: ὦ y + δ; -ἘΠ... Cr00 
ἊΝ 100 


20 L'écart quadralique moycn 


DUC ETEE + Ce) +. 
TOO RE 

3° L'écart probable e, considéré comme étant fa 
vacur médiane de la série des 100 écarts rangés par 
ordre de grandeur. 

On constate alors que la répartlilion des écarts est 
conforme à la loi de Laplace et que les 3 écarts Ton- 
damentaux ainsi déterminés satisfont sensiblement 
aux relations 

em = 0,80 ἐγ = 1,185 en (v. n° 95). 

A est d'usage dans l’arlillcric de prendre l'écart 
probable comme terme de comparaison. Si on dénombre 
les coups dont la portée s’écarte de la portée moyenne 
d’une quantité inférieure en valeur absolue à 1, 2, 3, 
4 écarts probables, on trouve pour 100 projectiles 


des nombres respectivement voisins de 
50 82 96 100 


c’est-à-dire que si on trace sur le terrain 9 lignes 
perpendiculaires à la direction du lir, espacées d’une 
longucur égale à PécarLl probable, la ligne centrale 
correspondant à la porlée moyenne, on conslale que 
les pourcentages des poinis de chute dans les bandes 


+ ᾿ de ΠῚ 
ι οὖν 27 PR FN ne se 
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ainsi formées sont voisins de ceux indiqués par le 
schéma ci-dessous (V. fig. 39). 


ΣΦ 
συ ὧν 
ΟΥδ' 
Fig. 39, — Zones de dispersion. 


Dr, si nous nous reportons au n° 95, nous y voyons 
que la valeur théorique de Pécart probable ést 
ep = (0,674 (en unités d’écart) 
et que la table de la fonction 0 (x) nous donne pré- 
cisément 
0 (ep). - 0 (0,674) = 0,500 
0 ὦ cp) 0 (1,348) = 0,82 
0 (3 e») — 0 (2,022) = 0,96 
6 (4e) — 0 (2,696) = 0,99. 


Les mêmes parlicularilés se présentent dans Pétude 


᾿ 
Ϊ 


Ï 


des écarts en direction qui sont de 5 à 10 [fois plus 
petits environ que les écarts en portée. nl est aonc 
essentiel pour Var lilleur de connaître, dans chaque 
cas particulier, les éléments fixant la position an 
point de chute moyen ct la dispersion autour de cæ 
point moyen. 
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155. Ces éléments ; portée, déripalion latérale que 
aux rayures du tube, écarts probables en direction 
et en portéc sont déterminés dans des tirs d’expé- 
rience appelés lirs batisliques comportant pratiquement 
des séries de 10 à 20 coups tirés dans des conditions 
aussi identiques que possible σὲ sont ensuite consignés 
dans les fables de br. 

La connaissance de ces divers éléments permet ἃ 
Partifteur : 

19 De préparer son Ur, c’est-à-dire de déterminer 
les éléments permettant de diriger le canon en direc- 
tion et en hauteur ; 

28 De régler son tir, c’est-à-dire d’armener lc point 
moyea d’une série de coups à coïncider autant que 
passible avec lohjectil ; 

39 De déterminer la consonunation àe projectiles de 
façon à avoir une probabilité suffisante (0,9, 0,90...) 
d’en voir tomber un nombre délerminé sur we petite 
zpuc de lLerrain ayant le poinl moyen pour centre. 

La complexité des problèmes posés par lPuliilisa- 
Lion des matériels d’arlilleric, la nécessité de les 
résoudre Lrès rapidement dans des conditions souvent 
pénibles rendent nécessaire l’emploi de règles de tir 
basées sur le calcul des probabilités mais simplifiées 
aylant que possible. 

On se fera une idée de l'importance de la disper- 
sion en rctenant que l’écart probable en nortée eci 
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de l’ordre du 200€ de la portée, c’est-à-dire de 30 à 


60 mètres aux distances moyennes. 


156. Densité du tir. — En ce qui concerne la répar- 
tition superficielle, l'étude du schéma de dispersion 
montre que pour un tir dont le poinL moyen serait 
rigoureusement au but (tir parfaitement réglé), on ne 
peut espérer plus de 6,25 p. 100 des coups dans un 
rectangle centré sur le point moyen et dont les dimen- 
sions sont respectivement égales aux écarts probables 
en poriée et en direction. 

EXEMPLE. — Contre un objectif ayant 3 mètres 
de profondeur sur 2 mètres de largeur on ntilise un 
canon ayant — pour la portée envisagée — 35 mètres 
d'écart probable en portée et 5 mètres d’écart pro- 
bable en direction. Le ir étant supposé parfaitement 
réglé, quel est le pourcentage probable des coups 
atteignant l'objectif. 

L'examen de la table de la fonction 0 (x) montre 
que pour les petiles valeurs de x les valeurs de la fonc- 
tion ( (x) sont sensiblement proportionnelles à x. On 
peut donc admetire que la répartition des coups 
aux environs du point moyen est sensiblement régu- 
lière, | 

Dans ces conditions le pourcentage probable est 

3 X 2 
A EATES 


6,25 X = 0,21 ὦ. 
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Si on tient compte, de plus, des imperfections du 
réglage on se fera une idée de l'énorme consommation 
de munitions nécessaire pour avoir quelques chances 


d’atleindre un objeclif précis, 


TREIZIÈME LECON 
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157. La mesure des grandeurs (poids, longueurs...) 
scmble se faire dans la vic courante avec autant de 
facililé que les dénombrements les plus simples. 
Mais, dès qu’on veut obtenir quelque précision, 
la difficuHé surgit, provenant des imperfections du 
maréricl ullisé aussi bien que des impcrfections des 
sens de lPobservatcur. Envisagcons par exemple deux 
fiches d’arpentcur A et B piquées dans le sol à quelques 
dizaines de mètres l’une de l’autre ct essayons de 
mesurer leur distance à un centimètre près. Nous 
constatcrons, en répétant plusieurs fois l’opération, 
que les résuitals oblenus sont différents : il faut donc 
en conclure que ces résultats comportent des erreurs 
el qu'aucun d’eux ne représente exactement la mesure 
de la grandeur inconnue. 

Deux problèmes se posent alors : quel nombre doit-on 
choisir pour mesure de la grandeur ? Ouelle confiance 


peut-on accorder à ce nombre ? 
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En ce qui concerne Ia 17° question, nous admettrous 
que si on doit accorder à priori la même confiance 
aux différentes mesures, leur moyenne arilhmétique 
est la valeur la plus probable de la mesure cherchéce. 
Aucune démonstration théorique indépendante de 
toute autre hypothèse ne peut être donnée de ce prin- 
cipe qui à fail couler beaucoup d’encre mais dont 
tout le monde reconnaît la valeur pratique. 

Etudions maintenant les erreurs des différentes 
mesures. Si on désigne par a la valcur inconnue de 
la grandeur à mesurer, nous appcllerons erreur ἰ 
d’une mesure particulière à, la quantité 

[= &--4 
erreur qui, CHe aussi, restera inconnue. 

On dislingue deux sortes d'erreurs : 

19 Les erreurs systémaliques dues à un défaut 
constant de l’apparcil ou du procédé de mesure, par 
exemple Ferreur sur la longucur AB due à Putilisa- 
tion d’un mètre trop court ; 

2° Les erreurs accidentelles au forluites ducs à un 
grand nombre de petiles causes pouvant agir tantôt 
dans un sens, tantôt dans l’autre comme si clles 
étaient ducs qu hasard. 

L'étude d’un appareil et d’une technique 'obser- 
vaiinn permet de mettre en évidence les erreurs 
systémaliques les plus importantes et de les faire 
disparaître des résullats grâce à des correcljons 


: LL J 
L FOUR ». 
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convenables d'autant plus nombreuses que linstru- 
ment fait intervenir des dispositifs plus comolcxes 


(LBermomètrie de précision, astronomie...). 


158. Les erreurs accidentelles. — Supposons les 
erreurs syslématiques supprimées par les corrections 
convenables ct essayons de nous faire une idée des 
différentes combinaisons d’erreurs fortuites qui 
peuvent intervenir dans une mesure. Pour cela 
considérons l’ensemble des causes d’errcurs acciden- 
telles comme étant, par exemple, la somme de 8 causes 
élémentaires intervenant toutes dans chaque mesure 
et produisant individuellement une crreur de gran- 
deur invariable {, soit dans un sens, soil dans l’autre; 
le sens de cette erreur dépendant du hasard, chaque 
cause d’errcur aura aulant de chance d’asir dans 
un sens que dans l’autre. 

Si les ὃ causes d'erreur agissent toutes dans 10 même 
sens, positif par exemple, l’erreur tLotale sera δὶ, 

LINE 
mais la probabilité pour qu’il en soil ainsi est (3) ) 
c’est-à-dire très petite; si au contraire 4 quelcondues 
agissent dans un sens, les 4 auires agissant en sens 
contraire, l’errcur lotalc sera 4] —— A1 = 0 mais la 


probabilité pour que ceci se produise est 


8 ! 1 \4 ( l ) 1 \s 
an at NU ANA (2) 


70 fois plus grande que Ja précéçente, 
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Les probabilités correspondant aux diverses 


erreurs scront donc données par le tableau suivant : 


Erreurs, Probailicés. 
— δὶ 1 /256 
— οἱ ὃ [3200 
— 4| 28 /256 
— 2] 96 /296 

0 70 /296 
1 06 /256 
Al 28 /256 
64 8 /256 
8 1 /256 


am S’aîide de ces données nous pouvons construire 


un polygone de fréquence des erreurs ct nous rctrou- 


ALERT 


MO ARE TT ARS EE NP MR 
Fig. 40. 


vons celui qui correspondrailt à l’étude théorique de 
256 parlies de pile ou face, chacune étant exécutée 


avec 8 pièces (v. fig. 40). 
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LE ai 


somme des aires des rectangles, c’est-à-dire la proba- 
bililé d’une crreur comprise entre -—4/ et Al est 


| 
πρὸ +828 + 56 70 Ὁ 56 + 28 4-8 + 1] 


206 


459. Si on suppose maintenant que le nombre des 
causes d'erreur est très grand, l’erreur élémentaire 
de chacune d’elles agissant seule, étant très petite, 
nos reclangles deviendront 1irès étroïts en même 


temps que très nombreux, ils couvriront alors rue 


Fig. 41. 


surface sensiblement limitée par Faxce àes abscisses 
et une courbe en cloche analoguc à celle que nous 
avons déjà rencontrée (v. fig. 41), l’aire totale com- 
prise entre la courbe cf l'axe des abscisses étant égale 
à l'unité. Dans ces candilions, si on prend comme 
unité d’abscisse l'erreur élémentaire, la probabililé 
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d’une erreur comprise entre L, ct L sera mesurée par 
l’aire hachurée (v. fig. n° 41), c’est-à-dire par 


vi (ἢ at. 
ω ἢ 


si y = f (D est l’équaiion de la courbe, c’est-à-dire 
si y — f (D est la probabilité d’une erreur égale à L. 
Or nous avons vu dans l’étude des épreuves répétées 


que la probabilité d’un écart 1 élait 


Ï ἐν 
τ᾿ ΞΞΞΞΞΞΞΞΞ € 2 np4 . 
ν᾽ Ζππρῷ 
1 τον | 
En posant npq — Ξ » NOUS sommes conduils à dire 


que la probabilité d’une erreur comprise entre À 


ct L est 


ἢ élant une constante inconnue à priori el que nous 
apprendrons à détérminer. 

Si les 2 valeurs de 1 sont suffisamment voisines, ὦ 
Οἵ] + di, di désignant un petit accroissement, l'aire 
considérée poürra être assimilée À un rectangle οἱ 
nous dirons que la probabililé d’une erreur comprise 


entre ἰ el EL + diest 
A ha 15 
REC 0 A1 
le 
V2T 
Cette loi de probabilité des erreurs cxpérimentales 


cst généralement vérifiée par l'expérience, elle est connue 
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sous le nom de loi normale ou loi de Gauss. On dit 
aussi qu’une série de mesures satisfaisant à la loi de 


Gauss cst une série normale. 


160. Signification du paramètre h. 
La probabilité d’une erreur inférieure à ἃ en valeur 


absolue est (V. fig. 42) : 


A + a h2 12 
P — Surface AA B'B = —— ef Fer ΗΝ] 
Var ss 


qu'on peul écrire 
>h æ  h?212 
Re [ e 2 dl 


= 
V2T Jo 
PEU δ ÿ __ his 
en raison (le la symétrie de la courbe]y = —— 67 3 
27H 


Par rapporl à l’axe des y. 


Fig. 42, 


ἵν Si on effectue (V. Calcul différentiel, no 41) le chan- 


sement de variable défini par 


Al = αὶ 
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d’où h x dl = dx 
(6) à A1 ea 
2h πα JR: dx 
P — —— TT X — 
νίπ .« 0 ἢ 
9 Rx a:2 
Je A far Fou ΤῸ 
V2r -’0 


La fonction 0 (x) étant une fonction constamment 
rroissante, on voit que cette probabilité, pour une 
valeur de « fixée à l’avance, variera dans 16 même 
sens que ἢ. Si ἢ est grand les petites erreurs seront 
proportionnellement beaucoup plus fréquentes que 
les grandes, les mesures scront dans l’ensemble plus 
précises : on dit que ἢ cest le module de précision 
du dispositif de mesure employé. Pour une même 
grandeur qui a été soumise à différents procédés de 
mesure, les différenies courbes d’erreur auront un 
sommet d’autant plus élevé, et un tracé d’autant 
plus scrré sur l’axe des y que la précision sera plus 
grande. Il ne faut pas oublier, en cfict, que pour 
chacune de ces courbes la surface totale reste égale 
à l'unité. 


161. Détermination du paramètre de précision h. 
évit une série de n mesures d’une même grandeur 
dont la valeur exacte inconnue cst À, 
Soient 
dy Une... An 
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A ὦ ὦ ἴ est normale a somme algébrique des résidus ἀοἱΐ être 
les résuktats des Mesures et 
sensiblement nulle leur disposition par rapport à 
αι d .... En | 
ñ 


la valeur moyenne adoptée pour A. 


et a = Zéro élant symélrique. 


163. Valeur moyenne de l'erreur considérée en 


᾿ À. Ῥ Γ «ἃ ae x δ 
Les erreurs commises sur les différentes mesures valeur absolue ou erreur absolue moyenne. 


8 eux abs sori 
PEnRPEUr BRON Sa valeur Uhéorique est (V. n° 89). 


δι = |A — aj ,.... δὰ = KA — ἄπ} 


mais l’expérithce n’en fournit qe les valeuts appre- Vr hV ES 
chéès où résidirs ‘AR ᾿ ἘΠ 
La série de mesures en fournira une valeur expéri- 


ἐς = |a— tn = [a— ἀμ] mentale approchée. 


δὲ on suppose pour l'instant que les erreurs satis- 


! ΚΘΗ 
Em = 


fosit ἃ la loi de Gauss nous pouvons les assimiler aux n 


écarts auxquels donneraient lieu dés séries de n lirages le nombre des résidus inférieurs à cetle valeur devant 
dans üne urne de probabilités constantes P, 4, la cor- être environ 57 Ὁ. 100 du nombre total (V. n° 95). 
rCSpondance entre la dispersion de nos mesur es et 
à dispérsion des écarts Lhéoriques de ces sérics de 


uiragés étant détcrminéc par la relation Die SN ENEUACrasqUe/EnSyenne: 


Ἵ Sa valeur lhéorique cest 
== AL. Æ 24 Ι ‘ 
μ Vapq — Ἧ ' 

Mous serons alors en micsure de comparer la valeur 
οἱ sa vaieur expérimentale approchéce 


UT In) + 2. (En) 
V 


théorique de certaines combinaïsons d'erreurs à leur 
ἜΠΟΣ expérimentale. 

CF je 
1 - Ὡ j , F7 fe » δὴν 6 « 

162. Valeur moyenne de l'erreur considérée en valeur le nombre des résidus inféricurs à celle valeur devant 


algébrique. être environ 2/3 (68 p. 100) du nombre Lolal (V. n° 95). 


l'héoriquement clle cst nulle : si la se. ue mesures ea let Moston es Probalñiltés, 16 
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165. Erreur médiane. -- (est celle qui a une pro- 
babilité 0,5 de n'être pas dépassée en valeur absolue. 

La Valeur théorique est 

DIET ΠΥ ΤΣ LME 
ἢ 

on en'aura une valeur expérimentale approchéc en 
prenant le terme médian «ic la série des n résidus 
rangés par ordre de grandeur croissante. Ce dernier 
procédé est peu utilisé en raison des difficultés que 
peut présenter la détermination d’une valeur médiane 
lorsque le nombre des mesures n’est pas assez grand. 

La comparaison. des valeurs théoriques aux valeurs 
expérimentales permettra de plusieurs façons la 
détermination de ἢ, les valeurs de À aïnsi trouvées 
étant en général voisines lorsqu'il s’agit de mesures 


nomareuscs faites dans des conditions identiques. 


166. Erreur à οἵα dre. 

Ce terme équivoque — car toutcs les erreurs sont 
à craindre — désigne en général l’erreur quadralique 
moyenne, qu'on ἃ environ deux chances sur 3 de ne 
pas Cepasser en valeur absolue en choiïsissant au 
hasarl une quelconque des πὶ mesures de la série. 
Voyons comment on peut l'utiliser. 

Supposons d’abord qu’un observateur unique, uti- 
lisant un instrument déterminé, ait à mesurer plu- 


sicurs grandeurs de même cspèce. Si pour l’une d’elles 


sus 
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il cffectue une série de n mesures il pourra en déduire 
une valeur approchée de l’errcur quadratique moyenne 


relaiive à une mesure quelconque de la série 


Ϊ ι 
πα τ, Χ ΣΟ 


L’erreur ainsi déterminée caractérise la précision 
du dispositif utilisé. C’est celle que ce même obser- 
valeur a deux chances sur rois de ne pas dépasser 
en utilisant ce dispositif une seule fois pour la mesure 


de chacune des autres grandeurs. 


167. Erreur à craindre sur la moyenne. 

Cherchons maintenant l’erreur à craindre sur Ia 
moyenne a d’une série de n mesures d’une même 
grandeur. 

Là encore nous admetlrons — et c’esl la même pro- 
priélé déjà signalée au n° 80 — la propriété suivante 
connue sous le nom de propriété d’invariance de la 
loi de Gauss : 

Si les erreurs commises sur les mesures de plusieurs 
grandeurs salisfont à la loi de Gauss, il en est de même 
de lPerreur commise sur la somme, Ferreur quadratique 
E de la somme étant iiée aux crreurs quadrafiques 
de ses termes par la relation 

ἘΞ = ΕΣ + (EE) Æ (1) 

Dans ces conditions les erreurs qu’on ἃ deux chances 


sur irois de ne pas dépasser en prenant ἂχ G2.…. An 
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pour mesures de À étant toutes égales à l’erreur 
quadratique e,, il en résulte que l'erreur, qu’on ἃ 
deux chances sur trois de ne pas dépasser en prenant 


Œ Eos Un 
pour mesure de ΠΑ, est E définie par 
E? ἐξ (69) + … + (eg) = n Χ (eq) 
L'erreur à craindre sur ΠΑ cest donc 
E = eg X ΝΠ. 
Or, chaque fois qu’on commet une crreur ἃ sur 


nA, l'erreur commise sur À cest évidemment n fois 


plus petite, l’erreur à craindre, quand on prend 


GT G -Ἐ ... An 
rt 


a = 


pour mesure de À, est donc 


V Vr 1 Ca 
ap pue ὩΣ || eee 
q nl à 


Soulignons cet important résultat © 

En prenant pour valeur approchée d’une grandeur, 
la moyenne arilhmélique de n mesures au lieu d’une 
seule, on divise l’erreur à craindre caractérisant le dis- 
positif de mesure employé une seule fois par la racine 
carrée du nombre des observations. 

On dira encore d’une façon plus concise que le 
résultat de la moyenne de 16 mesures est 4 fois plus 
précis que le résultat d’une mesure isolée, Cela ne 
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veul pas dire que l'erreur de la moyenne est certaine- 
ment 4 fois plus petite que l'erreur d’une mesure isolée 
choisie dans la série, mais simplement que les erreurs 
qui ont égale probabilité de ne pas être dépassées 
sont 4 fois plus petites quand on prend la moyenne 
d’une série de 16 mesures au lieu d’une mesure isolée, 

Π ne faudrait pas en conclure qu’il y ἃ intérêt à 
multiplier indéfiniment les mesures. En dehors de 
PFinconvénient résultant de la durée des opérations 
il ne faut pas oublier que ce qui précède suppose qu’on 
mesure à chaque fois la méme grandeur dans des 
conditions identiques c’est-à-dire telles qu’on ne 
peut pratiquement dislinguer les unes des autres. 
Or ceci est incompatible avec unc lrop grande répéti- 
tion des mesures pour de multiples raisons : état de 
Pappareïl, de l’observateur et aussi de la grandeur 


soumise à la mesure, 


QUATORZIÈME LECON 
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168. On peut envisager d’un autre point de vue 
le choix de la valeur qui représente le micux une 
grandeur constante A dont on a déterminé, dans 
des conditions supposées identiques, n mesurcs 
αι A3 ... An. 

Si ces n mesures étaient toutes égales, nous choi- 
sirions évidemment leur valeur commune. Mais ces 
mesures sont en général diflérentes ; cependant, si 
le procédé de mesure mérite quelque confiance, le 
nombre cherché doit êlre voisin de l’ensemble des 
nombres αι, G ... an. Comment préciser cette notion ? 

Supposons 5 MesUTeS A3 Aa -.. ας. SUT UN AXC, à pariir 
d’une origine quelconque O, portons 5 longucurs 
(V. fig. 43) 

{ΠῚ = OMYE= 20m! QMA—= GE. 

Nous cherchons un point P de l’axc ox correspon- 
dant à OP — a. Qu'iles conditions lui imposer ? 
Puisque nous accordons à priori la même confiance 


LA MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS 237 


aux 5 points M, nous devons faire intervenir de la 
même façon les 5 distances PM,, PM … ΡΜ, 

Ceci nous conduit à envisager une fonclion symc- 
trique de ces 5 distances. La plus simple, semble-t-il, 
est Icur somme 


d - PM, +- PM, À se 


-- [αἱ — αἱ + |a — αἱ … + [ας — af, 
O Ρ Χ 
RE SE ο.-.-....ς-.-.-... 
M; M) M3” Ma Ms 
ΤΕ σ 513: 


Puisqu'il ne peut être question de rendre simultané- 
ment minimum chacune des 5 longueurs, cherchons 
où il faut placer le point P pour que la somme soit 


minimum. 
En examinant comment varie cette somme lorsque 


8 Ρ 


Fig. 44 


P sc déplace sur 0x on voit aisément dans le cas actuel 
que d est minimum lorsque P occupe la position 
médianc M,. 

Maïs si nous avions un nombre pair de mesures, 
4 par exemple, la figure 44 montre qu’alors Ia somme 
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des dislances PM reste invariable lorsque le point P 
se déplace dans l’inlervalle médian M.M,;, ce qui 
nous donnerait une valeur arbitraire à choisir enire 
ds el @. 

La déterminalion de a par le minimum de la somme 
des écarts absolus présente donc quelque équivoque 


et ne semble pas devoir nous salisfaire. 


169. Cherchons maintenant la valeur de a telle 
que la somme des carrés des écarts 5011 minimum. 

Posons 

VE (αὐ AO) TE (GONE Re 

Cette expression est un lrinome du 2° degré en a 
qui peut s’écrire 

y = πα — 24 (αι + @ + … + an) 

|. ἂχ" ΠΝ ας" + ..e La 

On saït qu’il cest minimum pour 


A À Age An, 
It 


Ω = 


c’est-à-dire lorsqu'on prend pour valeur de «a la 


moyenne arithmétique des mesures. 


170. Si on envisageait maintenant la somme des 
cubes des écarts ou toute autre combinaison symé- 
trique de degré plus élevé, nous nous hcurterions 
rapidement à d’insurmontables difficultés de calcul. 
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Ceci nous conduit à accorder notre préférence à la 
moyenne arithmétique comme valeur caractéristique 
d’un ensemble de mesures. D'autre part, un raisonne- 
ment élémentaire basé sur l’hypothèse des combi- 
naïisons des erreurs infinitésimales — hypothèse 
simple presque toujours vérifiée par l’expérience — 
nous ἃ conduit à la loi normale des erreurs : la pro- 
babilité d’une erreur comprise entre L et ἰ + αἱ est 
de la forme 


ἢ étant une constante caractérisant la précision du 
dispositif de mesure. Il en résulte que si on se fixe 
l'amplitude de l'intervalle élémentaire αἱ Ia proba- 
nilité d’une erreur [A — αὐ est proporlionnelle à 


e— ΣᾺ — di)? 


Si on ἃ cfilectué 5 mesures &, @& … ας» indépendantes, 
Ja probabilité que la valeur exacte soit A, sera en 
vertu du théorème des probabilités composées, pro- 
portionnelle à 


e— R'(A — αὐ X e-RM{(A—a} > UT Le e— k?(A — a;}t 


c’est-à-dire à 
e— TA — a) +... (À — a:)°] 


Dans ces conditions Ia valeur la plus probable 
de Α sera celle qui correspond au maximum de l’ex- 


240 CALCUL DES PROBABILITÉS 


pression précédente, c’est-à-dire au maximum de 


son logarithme népérien 
—  [(Λ — αὐ +... (A — a]. 


Ce logarithme élant négatif sera maximum lorsque 

sa valeur absolue sera minimum. La valeur la plus 

probable de A sera donc celle qui rend minimum 

la sonime «es carrés des crreurs, c'est-à-dire (V. n° 169) 
| 


la moyenne arithimétique 


‘Donc, dans le cas extrêmement fréquent où les erreurs 
accidentelles suivent la loi de Gauss, la valeur la 
plus probable de la grandeur mesurée cst la moyenne 
arithmétique el &’est celle à parür de laquelle la somme 
des carrés des écarts ct par conséquent l’écarl qua- 


dralique moyen sont minimum. 


171. Généralisation. — Nous venons d’employer 
la méthode des moindres carrés à la détermination 
de la mesure d’une grandeur considérée à priori 
comme constante. Ge n’est évidemment qu'un cas 
particuhièéremeut simple du problème plus général 
suivant : deux grandeurs physiques x, y élant liées 
l’une à Τ᾽ αὐτὸ par une loi y = ἢ (x), délerminer cette 
loi connaissant un certain nombre de couples de 


valeurs correspondantes de x et y. 


᾿ δ, 


= 
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Fr. réalité, le problème ainsi posé esl indélerminé, 
il existe une infinité de courbes qui peuvent passer 
par les points (x, y) ainsi déterminés et, de plus, ces 
points eux-mêmes qui proviennent de mesures sont 
entachés d’erreurs plus ou moins grandes. La notion 
de continuité inséparañle de l’étude d’un phénomène 
physique nous conduit à rechercher une courbe 
continue passant au voisinage des divers points connus. 
Ce problème admei encore une infinité de solutions : 
dans l'impossibilité de délerminer en toulc rigueur 
la foclion y = f (x), on ἃ évidemment. intérêt à la 
choisir aussi simple que possible sous réserve que les 
désaccords conslalés ensuite entre les valeurs obser- 
vées el les valeurs fournies par celte fonction soient 
compatibles avec la précision des mesures qui ont 
donné les valeurs de x οἵ de y. 

JE peat d’ailleurs arriver que Fétude théorique du 
phénomène étudié ou létude expérimentale de phé- 
nomèncs semblables renseigne sur la /orme de la loi 


cherchéc. 


172. Exemple. — Supposons, par cxemple, que 5 
mesures de précision effectués au comparaleur aient 
donné pour la longueur cenire repères d’une règle 
métallique les chiffres suivants : 

1005 main. 34 — 1005,49 — 1005,60 -— 1005,76 — 
100589 
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correspondant aux températures 
109 200 30° 409 50e 


En déduire la loi de dilatation de celte règle ? 

On sait par des expériences nombreuses ct parti- 
culièrement soignées qu'entre Ὁ et 50° on peut consi- 
dérer la longueur d’une règle métallique comme une 


fonction linéaire de sa température : 


LL + kt 


Ceci nous conduit à déterminer L et k de façon 
à vérifier le système 


1005,34 — 1 + 10& \ 
1005,49 = 1, + 20 k | 
1005,60 = 1, + 30k Ὁ 
1005,76 — ἡ + 40 k 
1005,89 = 1 + 50k / 


6) 


Pour simplifier les ealculs prenons comme incon- 


nues auxiliaires 
u — 100 (4 — 1005) v — 1000 Κα 
le système (1) s'écrit 


34 = u Ἐπ ; 
49 u + 2 


Ï 


60 τ u +30 (2) 
76 = nu + 4p | 
89 


Ὡς U + D» 
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ἢ cest impossible de résoudre exaciement ce système 
de 5 équations à 2 inconnues. Chaque fois que l’on 
choisira un couple particulier de valeur de τὶ ct ν, 
les 5 expressions 

= u + v — 34, Ta = + Ὧν — 49, «(ὁ 

Γι = U + ὃν — 89. 

prendront des valeurs non simultanément nulles. Or 
si on admet que dans le domaine envisagé la loi de 
dilatation cest linéaire, c’est-à-dire que les crreurs 
syslémaliques dues à cette hypothèse initiale sont 
négligeables par rapport aux erreurs accidentelles 
commises dans la mesure des longueurs, on est cncorc 
conduit à considérer ces résidus Τὰ Fr» ... Τρ COMME CS 
erreurs satisfaisant à la loi de Gauss et dont les valeurs 
les plus probables rendent minimum la somme 


S = (1) + Cr). + (3 
c’est-à-dire 


S = (u + D — 34} + … + (u + 5» — 89) 


Cette expression cest une fonclion des 2 variables 


u οἱ ». Pour une valeur fixe de l’une d’elles, la fonc- 
lion est minimum lorsque la dérivée de S par rapport 
à la variable restante est nulle ce qui mous donne 2 


conditions pour déterminer a et ν. 


2e - ν--- 34) Gr En --- 49) -- (11302 00) 
+ (ὦ + Au — 76) + (u + ὅυ --- 80)} = 0 


ἜΒΗ 
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et 


2 [u +0 — 34) + 2 (ὦ + 20 — 49) - 3 (ὦ + 30 --- 60) 


+ 4 (u + 40 — 76) + 5 (ὦ + 50 — 89)] — 0 
c’est-à-dire les 2 équations appelées équations normales 
(5 u.+ 1δν --- ᾿80δὃ = 0 
15 u + 55 v — 1061 = 0 

dont la résolution donne 


u — 20,5 "» —= 13,7 
d’où 
L — 1005,205 LE = 0,0137, 


La loi de dilataiion cherchéc cest donc 

L == 1005,205 “+ 0,0137 ἐ 
où encore 

ἰ, -- 1005,205 [1 + 0,0000136 ἢ (3) 
Si dans les équations (1) on remplace & et Καὶ par les 


valeurs ainsi trouvées, on trouve les résidus 


— 0 imm. 002 + 0,011 — 0,016 
«- 0,007 — 0,000 
Si — dans Iles conditions des mesures cfilectuces — 


ces erreurs sont de l’ordre de grandeur de celles que 
l’on peut craindre dans les expériences faïtcs, on 
pourra admettre que la formule (3) représente Ia 


longueur de la règle étudiée. 


173. Equations non linéaires. — La méthode des 


moindres carrés peut encore être employée lorsuue 
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les équations sont de degré supérieur au premier, 
s’il est possible d’en déduire des équations du 191 degré 
par rapport à des inconnues auxiliaires liées de façon 
simple aux inconnues du problème. 

Il en sera en pariiculier ainsi chaque fois qu'on 
connaîlra une valeur approchée a d’une inconnue x. 
En cffct, en posant ὦ τὸ a + α, α étant linconnue 
auxiliaire, on aura 

am — (a -} αγπι — am + ma am—1 τς, 

les termes suivanis pouvant être négligés si « est suf- 
fisamment petil. On pourra ainsi remplacer chaque 
monôme en x par un binôme du 197 degré en «. Les 
procédés du calcul différentiel permettent de géné- 
rahser celte méthode el de l’appliquer, quelle que soil 
la forme des équations iniliales, dès qu’on connaît 
un système de valeurs approchées des nombres cher- 
chés. 

Dans d’autres cas la forme des équations permettra 
un changement de variable conduisant directement 
à des équations linéaires. 

Exemple. — Détcrminer les coefficients a el b de 
la formule 

y = a Χ ebz (e = 2,718...) 
congaissant 4 couples de valeurs correspondantes 


de x οἱ y. 
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L'équation proposée peul s’écrire 
log y = log a + br loge 
Si on prend comme inconnue auxiliaire 
Hu = 105 a 
et si on ulilise les logarithmes décimaux (log e 2 
0,4343), on ἃ le système des 4 équations 
log 1,8 = u 
log 6 — u + 0,4343 ἢ 
log 14 = u + 0,8686 ὃ 
log 42 = u + 1,7372 b 


qu’on résoudra comme précédemment, 


174. Règle. 


Soit à résoudre par la méthode des moïndres carrés 
lc système des n équations 


αι + By + az Ὁ ἢ τὸ 
dt ++ by À 2 + BR — 0 


RSS +2 ἡ" ὁ ὁ ὃ υ 9 2 ὃ © καὶ + ὁ © + © 


αμ + buy Ομ + ln = 0 
par rapport aux 3 inconnues x, y, z, les coefficients 
a, b, c, L'élant connus. 
Les mêmes raisonnements que précédemment, 
dans le but de rendre minimum la somme des carrés 


des résidus. 


S = Σ (ax + dy + € + ἢ 
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conduisent à prendre comme égualions normales 
(aa) æ + (ab) y + (ue) z + (a) = 0 
᾿ (ba) x + (bb) y + (bc) z - (0 τῷ 0 
ὁ (ca) æ + (cb) y + (ce) z + (cl) ξξ 0 


᾿ς 


dans lesquelles, conformément aux nolations de Gauss, 
on a 
(ad) = α,Ξῷ + af +... an 


(ab) = ab, + aus + … anbn 


I imporie de remarquer que la méthode des 
moindres carrés n’est pas une panacéc permettant 
à coup sûr de déduire de bons résultats d’une série 
de mauvaises mesures, son ulilisalion exige quelque 
discernement. Néanmoins lorsque la forme de loi 
envisagée correspond au phénomène étudié, celte 
méthode conslitue un moyen commode pour utiliser 
au micux les résutlals d’une série de mesures conve- 
hablement cfflcctuécs. C’est un des meilleurs moyens 
de coordination entre une /héorie physique el les 
mesures expérimentales, permettant : 1° de vérifier 
la valeur de cette théorie et d’en déterminer 105 cons- 
tanles caractéristic ue  orsque 16 dispositif de mesure 
a ἀξ élalonné ; 20 de r esurer la valcur d’une nou- 
velle technique expérimentale lorsqu'on lapplique 


à une loi physique bien connue. 


TÉRIGNAC ct MonicE, — Probabilités, 17 


« 


CONCLUSION 


175. Les méthodes de la statistique permetlent 
l'étude d’un groupe d’individus avec d’autant plus 
de précision que ces individus sont plus nombreux. 
Or, dès l’antiquité les philosophes avaient pensé que 
la maticre était formée de particules extrêmement 
petites, infiniment nombreuses appelées  alomes, 
Depuis le début du siècle dernier celle hypothès' 
alomique — qui n'était à l’origine qu’un moyen 
commode d’explicalion de certains phénomènes — 
est devenue une ceriilude : des méthodes diverses 
el concordantes ont permis de délerminer les dimen- 
sions des atomes, leur masse, leur vitesse ainsi que 
Ice nombre des atomes contenus dans une certaine 
masse de matière : on admet aujourd’hui qu'un 
atome-gramine d’un corps simple — c'est-à-dire 
la masse de ce corps exprimée en grammes par le 
même nombre que son poids alomique — contient 
un nombre fixe d’atomes égal à 60,7 X 102%. On 56 
fera une idée de la grandeur de ce nombre en son- 
gcant que 60,7 X 10% grains de sable de 1 millimètre 
cube réparis sur la surface de la l'rance la couvri- 
raicnt d’une couche ayant plus de 1000 mèires d’épais- 
secure 
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Une nouvelle branche de la physique moderne : 
la mécanique statistique s’est développée rapidement 
depuis que MAxWELL puis BOLTzMANN curent l’idée 
de considérer les propriélés de la malière comme étant 
la résullante des propriélés des atomes. 

Dans la fhéorie cinélique des gaz, on considère un 
gaz comme formé d’un nombre infiniment grand 
dc moléceles an'méces de mouvements en tous sens, 
qui s’entrechoquent muluellement cet choquent Îles 
parois du récipient un irès grand nombre de fois par 
seconde, En considérant ces molécules comme des 
points malériel; obéissant aux lois de la mécanique 
on retrouve aisément les propriélés classiques de la 
thermodynamique ainsi que ccrlainces propriétés 
nouvelles. Etant donné le {rop grand nombre de 
molécules en mouvement il ne peut être question 
de les étudier individuellement. Le problème fonda- 
mental qui se pose est le suivant : les vitesses de: 
molécules étant réparties selon les lois du hasard, mais 
la force vive lotale élant constante, quelle est la réparti- 
lion la plus probable des vecteurs vilesses ? 

Parmi le: études récentes qui ont fait 41] ΡῸ] au 
calcul des probabilités, cilons encore le mouvement 
brownien ou agilalion incessante de particules solides 
en suspension dans un Jiquide, agilalion qu’on peut 
considérer comime dûe aux chocs des molécules du 


liquide sur les particules. Cette agitation perpétuelle 
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qu’on peut observer au microscope 4 été étudiée 
analyliquement par ΕἼΝΒΤΕΙΝ dont les conclusions 
s’accordent remarquablement avec les vérifications 
expérimentales de M. Prnrrin. 

De même Mme Currx ct ses élèves ont pu baser 
une théorie de la radioaclivilé sur l'hypothèse que 
chaque alome radioactif avait à chaque instant 
une probabilité constante de se briser spontanément, 
indépendamment des circonstances cextéricures. 

De nombreuses autres recherches, tant théo- 
riques qu’'expérimentalcs, ont — au cours de ce 
dernières années, sous l’impulsion de MM. LANGEVIN 
CorronN, Mou'ron, de BrOoGzIE —- considérablement 
élargi le champ d’applicalion du calcul des probabi- 
lilés aux sciences physiques ct jeté les bases d’une 
vérilable science nouvelle : la mécanique slalislique, 
puissant moyen d’investigalion encore à ses débuts 
οἱ dont on peut espérer d’autres féconds résultats 
en songcant au chemin parcouru par le calcul des 
probabililés depuis les discussions de Pascaz οἵ du 
Chevalier de MÉr£ sur quelques problèmes élémen- 


taires relatifs au jeu de dés. 
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